Planche d’exercices D1

Exercice 1 (Majoration d’erreur : cas a valeurs réelles ).

a) Soit ay < ag < -+ < ap, n réels distincts, et h: [a1,a,] — R, nulle en ay,as,...,a,, de classe
¢! sur [ag,a,] et admettant une dérivée n'*™° sur ]ay, a,[ montrer que

(V€ [ay,a,]) (3¢ €lar, an]), h(zx) = (z-a1)(x-az)...(z- an)h(n)(o

n!

Indication : bienvenue dans le monde des fonctions auziliaires perchées — On fixe un z €
[a1,an] ~ {ai,...,a,}, on fixe A défini par h(z) = (xfal)(xfzf)”'(mfa")A et on considere 1 :
[a1,a,] > R, t = h(t) - (t—a1)(t—<zlz!).--(t—an)A

b) Une application & la méthode des trapezes : soit f € C*([a,b],R) avec a < b dans R. Soit g
l'unique fonction affine telle que f(a) = g(a) et f(b) = g(b). En appliquant le 1) 4 h = f-g

montrer que : s
b f(a) + £(b) (b-a)
‘ [ 1= -

/l|

ou My =sup |f
[a,b]

Exercice 2. Soit I un intervalle de R, n e N et ay,...,an41 € I. Soit f e C"(I,R™*?).
a) On suppose que la famille (f(a1),..., f(an+1)) est libre. Montrer qu’il existe un c € I tel que

f(”)(c) e Vect(f(a1),...,f(an), f(ans1))-

b) Interpréter géométriquement le résultat pour n =1

Exercice 3. Soit I un intervalle de Ret A : I - M, (K) une fonction dérivable.
a) Justifier que t — det(A(t)) est dérivable.

b) On suppose de plus que pour tout ¢ € I, det(A(t)) # 0. En déduire que t ~ A~(t) est
dérivable.

¢) En déduire alors que pour tout ¢ € I
(AT)'(8) = ~A() A (). A1)

Exercice 4 (Fonctions, & valeurs vectorielles, vérifiant 1’égalité de la moyenne). Soit E un e.v.n.
de dim finie. Trouver les applications f: R — E continues par morceaux et telles que

Tr+a
VaeR:, VzeR, 2af(x):[ F(0)dt.

b b
Exercice 5 (CNS d’égalité dans 'L.T.I). 1) Montrer que si f € C([a,b],R) et f Ifl =1 f f] alors

f est de signe constant.
2) Soient E un espace euclidien et f:[a,b] — E une fonction continue. On suppose que

| [ o - [C1sa

On veut montrer qu'il existe e € E de norme 1 tel que f(¢) = | f(¢)| - e pour tout t € [a, b].
a) Pourquoi le résultat est-il évident si fab f(&)dt = 0?7 On suppose dans ce qui suit que

[P p(tydt 0.
b) On pose alors

b
t)dt b b
er = % de sorte que f f@)dt = Hf f(®)dt| e
|72 st ‘ ‘
Montrer le résultat demandé en travaillant dans une b.o.n. (ey,...,e,) obtenue en complétant e;.

N.B. Ce résultat s’applique notamment a E = C avec le module : comment formule-t-on la CNS
d’égalité dans ce cas?




Planche d’exercices D1

Exercice 6 (Approximation numérique de la dérivée en un point : majoration d’erreur indentique
dans le cas réel ou vectoriel).

Soit (E, || ||) un R-e.v. de dimension finie.

a) Soient xg € R, h >0 et f € C*([wo,z0 + h], E).

On note Ay f(xo) = f(wo+h) — f(zo) et My = sup ] 1" (x)].

ze[zo,x0+h

A h
Montrer que : ”hfh(xo) = f'(z0)]| < §M2.
b) Soient zo € R, h >0 et f € C*([xzo — h, 2o + h], E).
Soit Ms=  sup [ f®(2)].
ze[zo—h,zo+h]
On note 6y f(xo) = f(zo +h) — f(zo - h).
1)
Montrer qu’il existe une constante C' que 1’on précisera telle que : %hﬁo) — f(x0)]| < Ch%2M3.

¢) En supposant que les nombres M3z et My sont du méme ordre de grandeur, pour h assez
petit, et sous les hypotheéses du b), quelle approximation de f'(xzq) préférer ?

Exercice 7 (Mini-probléme, Retour sur le théoréme de division et généralisation de l'exercice 1
aux fonctions & valeurs vectorielles).
Soit (E,| |) un R-e.v. de dimension finie.

a) Le théoréme de la limite de la dérivée se généralise-t-il aux fonctions de I c R dans E'?

b) Le théoreme de division : Soit f € C™(R, F) telle que f(0)=0et g : zeR* M
x

k-1 D k
i) Soit k € [0,n]. On pose pour tout z € R, p(z) = - " (—1)px—'f(p)(m) - (—1)’“%]”(’“)(0).
p=0 b .
Calculer ¢'(x) pour tout x € R.
ii) Soit £ > 0. En déduire qu’il existe un a > 0 tel que pour tout x € R;
jaf*
ol <= lo@) - p(O)] <<l

—1)*
iii) Montrer que pour tout z ¢ R*, g*=1(z) - %f(k)(O) = %(k - Dlp(x).
x

1
iv) Conclure que g(k_l)(l‘) _— %f(k)(o)-

v) En déduire que g se prolonge en une fonction de classe C"~! sur R entier.
vi) Comment avait-on fait cet exercice de maniére beaucoup plus rapide au chapitre I3
(fonctions a valeurs réelles ou complexes dans le cadre du programme) ?

c¢) On veut généraliser le résultat de exercice 1 a), aux fonctions a valeurs vectorielles en prou-
vant 'énoncé suivant : si h € C*([a1,an], E) et hs’annule en ay, . . ., a, et M, = sup,.p [ ()|
alors :

Ve [ an], ()] € 1@ - ) (@ - a) (2= )]

Pour cela, on pourra introduire les fonctions g; suivantes : gi(z) = h(z)/(z — a1) pour

1z

x # ap et pour tout p € [2,n], gp(z) = (gpl()). On montrera avec des calculs tres proche
x—ap

du b) et par récurrence que les gy sont de classe C"* sur [a,a,] et que [gi~*(z)| <

M,
nn-1)...(n-(k-1))




