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DEVOIR SURVEILLE 5 (4H) : CCINP PC 2001

I1) Pour tout i€ {1,2,...,p}, (ATA);: = Y5 (ak7i)2

donc si ATA =0, pour tout k€ {1,2,...,n} et pour tout i € {1,2,...,p}, (A)x,; =0

Remarque : on peut aussi dire qu’avec les deux formes du produit scalaire canonique dans
M p(R) donne ici que Tr(ATA) = > af’j, donc si ATA = 0 alors tous les a; ; sont nuls, donc A = 0.

i,j
Réciproquement si A = 0 alors AT A =0, donc

ATA =0 si et seulement A =0

I 2) Par le théoréme spectral, il suffit de montrer que ces deux matrices sont symétriques réelles.
Ce sont bien des matrices réelles, et par le fait pour deux matrices M, N tels que le produit
M.N soit défini, on a (M.N)" = NTM", on a immédiatement

(AT.A)T=AT(A) =A"A

donc AT A est bien symétrique réelle, donc diagonalisable au moyen de matrices orthogonales.
De méme pour AAT.

13) a) (X | V) =Y zyi = XY =YX,
i1

b) W est un vecteur propre de AT A associé & la valeur propre A\, donc W # 0 et ATAW = \W.
Or |[AW |2 = (AW)TAW = WT (ATAW)
Donc |[AW |2 =WT(AW) = A\WTW = )\HWHZQ, :

AW 5 = AW 5

¢) Comme |[W|2 >0 et [AW|2 >0, par 'égalité prouvée a la fin du b), A >0

Les valeurs propres de AT A sont donc réelles, positives ou nulles.
N.B. On pouvait aussi dire que AT A est une matrice symétrique positive avec la propriété X TATAX =
IAX]|? > 0 et ensuite c’est un résultat de cours que ses v.p. sont positives ou nulles.

d) Si AX =0 alors ATAX =0 ce qui donne une inclusion.

Et réciproquement si ATAX = 0 alors, comme au b), XTATAX =0 et donc |AX|? = 0 donc
AX =0.

On a donc bien montré I’égalité ker(A) = ker(ATA).

Alors par théoréme du rang on a rg(ATA) = p— dimker(ATA) = p - dimker A = rg(A).
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b) On sait que det( 0 C

Si on désigne par x s le polyndme caractéristique d’une matrice M € M,,(R), on sait que

) =det A xdet B si A et B sont des matrices carrées

xm(z) =det(al, - M).

Alors, d’une part :

zI, A -I, Onp B zI, A -I, Onp \ QO n zI, A
det(( AT Ip)( AT I ))—det( AT Ip)xdet( AT Ip)—(—l) det( AT Ip)
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Donc par (1), (2) et le a ), on a obtenu :

(3) zI, A
XAAT(Q?) = dCt( AT Ip )

D’autre part :
zl, A -I, A _ zI, A -1, A
det(( Iy Ip)(om o ))—det( I Ip)xdet(om _Mp)

xln A _In A (é) n p xIn A
doncdet(( AT, )( - )) = (-1)"(-=x) det( AT, )

_JjIn On (5) n
det( AT ATAZ I, ) = (-2)"(-1)"xara(2)

et

Donc par (4), (5) et le a), on obtient :

(—1)”(—x)pdet( hn }: ):(-m)”(-1)PXATA(x)

donc en simplifiant par (-1)™*? dans les deux membres :
el A © 5
xpdet( AT, ) = ™y ara(z)
En comparant (3) et (6), on a obtenu :

" 7
z"xara(z) @ 2Pxaa7(x)

Par la relation (7) les polynémes xata et xaar ont les mémes racines non nulles avec le méme
ordre de multiplicité.

Remarque utile pour le c) : ces polyndmes sont scindés dans R[X ], puisque les matrices
ATA et AAT sont diagonalisables et mieux les multiplicités algébriques sont aussi les dimensions
des s.e.v propres.

Donc ici Sp(A.AT) \ {0} = Sp(ATA) ~ {0} et pour toute valeur propre A non nulle dans ce
spectre :

dim Ey\(A.AT) =dim E\(AT.A).

¢) Pour toute matrice diagonalisable M = PDP™! avec D diagonale, on a rg(M) = rg(D) =

Y dimEy(D)= Y dimEy(M)
ASp(D)~{0} ASp(D)~{0}
Donc ici rg(A.AT) = > dim E5(A.A") et d’apres la remarque faite a la fin de la

ASP(A.AT)N{0}
solution du b), on en déduit que :

rg(A.AT) =1g(AT.A).

L.5. Si n > p, la relation du I.4.b) donne x447(x) = ()" Pxara(z) donc 0 est racine de yaar
donc 0 est valeur propre de AA™.

De méme si p > n en échangeant les roles de A et AT.

1.6. a) A étant non nulle, on a vu au I.1) que AT A est non nulle, et elle est diagonalisable, elle a
donc au moins une valeur propre non nulle. Toutes ses valeurs propres sont positives, donc la plus
grande des valeurs propres est strictement positive :

)\1>0

b) Par déf. de r, r est le rang de la matrice diagonale & laquelle ATA est semblable, donc
r=rg(ATA).



Mais, encore par ce 4.c), on en déduit que r =rg(A.A") et comme A.AT € M, (R), on a bien :
r<n
Et d’apres le théoreme du rang |,

dim (Ker AAT) =n-r

Remarque : on peut aussi dire que r = rg(ATA) = rg(A) par la question 1.3 d). On a de méme
en échangeant les roles des matrices rg(A.A7) =rg(AT).

Comme par le cours rg(A) =rg(AT) tous ces rangs sont égaux.

¢) Pour tout i € {1,2,...,r}, AV; = 11;U; par définition des U;.

Si r > p, alors pour tout i € {r +1,..,p}, \; =0, ATAV; = 0, donc V; € ker(ATA) = ker(A) donc
AV, = 0.
d) Pour tout i € {1,2,..,r}, ATU; = u% (ATAV;) = %Vl = 1;V; par déf. de p; = /.
e) Sin>r, pour tout i € {r+1,..,n},U; € Ker AAT = ker(A") par 1. 3 d) donc pour tout i €
{T +1,.., n},ATUi =0
f) D’apres le d) et le ¢) pour tout i € {1,2,...,r}, ATU; = u;V;. et donc

AAU; = i AV = 5i2U; = U; - (%)

Pour tout i € {1,2,..,7}, pour tout j € {1,2,..,7},

1 A
(Ui | Uj) = VI (ATAV;) = == (Vi | V) = 6y
i g Hi g
puisque A; = ,u? et que (V1,...,V,) est une famille orthonormée.
Ceci montre que la famille (Ui, ..., U,) est orthonormée, en particulier les vecteurs U; sont non

nuls, et par (*) chaque U; est donc propre pour la v.p. A; pour A.AT.

Si n > r, par définition (Uy41,..U,) est une famille orthonormale, propre pour la v.p. 0.

Il reste seulement & montrer que si i <r et j >r alors (U;,U;) =0 (xx).

1
Or, en notant que U; = — AV par définition, on a :
1 T AT
(Ui, Uj) = —Vi'A'U; = 0

la derniere égalité étant donnée par la question e).

On a donc bien montré (+x*) ce qui achéve de montrer que (Uy,...,U,) est une famille ortho-
normale, et vue sa longueur, c¢’est une base.

1.7. a) Soit (4,7) € {1,2,..,n} x{1,2,..,p} alors par définition du produit de matrices :

(UTAVLj:LAUsz(AV)

ot L;(U") est la i-ieme ligne de UT et C;(AV) la j-ieme colonne de AV.

Mais par déf. de la transposée L;(U") = U] et encore par déf. du produit de matrices; C;(AV) =
AV;.

Ainsi :

(UTAV),, = UT AV, = (U; | AV;)

Pour tout j € {1,2,..,r}, AV; = u;U; donc (U; | AV;) = u; (Ui | Uj) = ;045

En outre si 7 < p, pour tout j e {r+1,...,p},p; =0 et AV; =0 donc (U; | AV}) = p;0;; = 0 dans
ce cas.

On a bien montré (avec les deux cas sur j) que :

V(Zaj) € {172a ..ﬂ’l} X {1?27"ap}7 (UTAV)U = M](SZ]

b) Par le a), on a montré que UTAV = A
Les vecteurs colonnes de U constituent une base orthonormale de R™, donc U est une matrice
orthogonale, U € O(n), U est inversible et U~! = UT



De méme V € O(p) et V est inversible avec V=1 = V7
Donc, en multipliant I’égalité UT AV = A a droite par V' et a gauche par U on obtient :
A=UAVT

¢) (i) On commence pour Ay, par chercher les vecteurs V; qui forment une b.o.n. de vecteurs
propres de AfAo.

Or Al4 = | 2

0 6 est déja diagonale donc de valeurs propres (ordonnées dans le sens

décroissant) \; = 6, A2 = 2 et vecteurs propres V; = ( (1) ),Vg = ( (1) )

Ici 7 =2, on calcule pour i =1,2 les U; = — Ay V; donc ici;

-1 1
-1 - L
U= % ; Vo= 5 (1)

2 0 -2 1
On calcule ensuite Ag.Aj=| 0 2 2 | de noyau dirigé part le vecteur : Us = % -1 1,
-2 2 4 ’ 1

Ainsi la décomposition en valeurs singuliéres s’écrit :

-+ 1 1
T o Ve s 0 1
Ag=UAV" avec U = @ 7 —ﬁ VA = 0 V2 ’V:(l O)
7 0 7 0 0

De méme pour By, on calcule;

B{Bo=(2),\1 =2, Vi =(1),

c(1 -1 11 1 (1
BO'BO_(_I ]‘),l'jl—\/§ 1 ,UQ—E 1
1
AP a2 v
NZAUR ! 0
1.8. a) Par définition du produit de matrice , V;Ej est la matrice de M, (R) dont toutes les
colonnes sont nulles sauf la j-ieme égale & V;, donc d’apres la définition de V' :

By=UAVT avec U =

p
Ve Y
J=1
b) On a de méme U = 1L, U;F] donc A=UAVT =¥, (X5 U:FJAE V) - (%)

Or pour tout i, j, FJAE; = A; j et A;j = 0; jp; pour i <r et 0 sinon.
Donc, en ne gardant dans (*) que les termes tels que i = j < r, on obtient :

A= U'A‘/v-r = ZUZ/LZ‘/;T = Z,U/lUZV;T
i=1 i=1

comme demandé par le sujet. Le reste des calculs est alors immédiat :

ATA=AT (Z uiUiVZ-T) = Z“i (ATUZ-) Vi, or ATU; = p;Vipar 1.6. d) et \; = 7, donc

i=1 i=1

ATA= Y NVV

i=1
Enfin AT = Y7_, 4, V;U], donc A AT = Y7, i (AVy) U = Xi_y pi (usU;) U], done



AAT = Z U U]
i=1
c) (i) (M1) On sait par I4 d) que ker(A) = ker(ATA) et par définition (Vi,...,V,) est une base
de diagonalisation de AT A avec V,.1,...,V, les vecteurs propres associés a la valeur propre 0, d’out
la conclusion.

(M2) Soit X e RP, V"X = (V; | X), donc AX = (Ti_y Ui V') X = X0 i (Vi | X) U

(U1,Us,..,U,) est une famille libre de R™ et pour tout i€ {1,2,..,r},u; #0

donc AX =0 si et seulement si pour tout 7 € {1,2,..,7},(V; | X) =0

(V1,Va, ..., V) étant une base orthormale de R?,

(ii) On peut adapter au choix la (M1) ou la (M2) du (i) :

Avec la (M1), on a vu que (Uy,...,U,) est une b.o.n. de dz de A.A". et que U,,1,...,U, sont
les vecteurs propres associés a la valeur propre 0.

Donc ’ ker(AT) =ker(A.AT) = Vect(Upy1,...,Uyp) ‘
Ensuite, par le cours ’Im(AT) = (ker A)* = Vect(V1,...,V;)
et ’Im(A) = (ker(A"))* = Vect(Uy,...,U,). ‘

1.9) Le résultat du 1.7. b) donne existence. La non-unicité vient du fait que si on a une valeur

propre multiple, on a plusieurs choix possibles d’une base orthonormale V;,,...,V;, de vecteurs
propres associées, ce qui change la matrice V etc.
Partie IT :
II.1. On déduit de 1.7.b que
-t 1 2
1 NV NG 101
a-(Yo)lw Lol s o v (A )
LOJVO Z ot 2 Y& o 5 5 3
V3 NEEVE)
On en déduit :
2 1 -1
AgAf = i3 1 AlAg =1
"0 ( 303 g ) MhTh
3 3 3
puis
ApAJAg = Ay AfAQAL = A
-t 1 1
Ve V2 V3 L 0 0
0 1 1 S|
II.2.Notons Uy = ( ),Vo =l £ &= S leear=| V6 1 , Comme Uy et V)
10 Vs {)5 3 0 0 - 0
V6 V3

sont orthogonales et que Ay est du type voulu, A = UpAoV est une décomposition de Afen
valeurs singulieres, d’olt I'on déduit que (A5)" = Vo (AF)" Ug = VoAoUy = Ao.
Donc | (43)" = Ao
IL.3. Soit C'= A*A. Alors C' € M,(R) et pour tout (4,5) € [1,p],

n
Cij= ) AT AR
k=1

Comme pour tout k € [1,n], A7, =0sik#iousik=dieti2r+1etqueAy;=0sik#jousi
k=jetj>r+1, on en déduit que ¢; ; est nul sauf si i = j <r auquel cas ¢; ; = iui =1.

A*A =, (p) ( 2B )ex\@(R)

De méme



AA*Y = J.(n) = ( I

0
0|0

) e M, (R)

I1.4. Sin =p=r, ce qui précede prouve que A* = A™! comme de plus V = (tV)_1 et 'U=U"1,
car U et V sont orthogonales,

At =A

I1.5.Comme au 1.8.a), U = ;- U; ' car (F1,...,F,) forment la base canonique de M, ;(R).
Les calculs suivants sont analogues & ceux de L.8.b : UT = ¥i*; F;U; donc

n T 1
AU =Y (ATF) U] = —FU/
i=1 i=1 Mi
car A*.F; est simplement la i-ieme colonne de A*. Pour A* = VA*UT, on en déduit que :
+ o 1 T
At =Y —(VF) U/,

i=1 Mi

et comme VF; = V; (la i-ieme colonne de V'), on en déduit que :

ar =y v,

i=1 Hi

Pour les deux autres égalités dont on ne demandait pas la démonstration : en utilisant ’égalité
A=%1, ujUjVjT trouvée en 1.8, et I’égalité qu’on vient d’obtenir, on a :

aar= Y Byyvivor

1<i,j<r Mi

Or pour tous i et j dans [1,p],
ViVi=(V; | Vi) = 6

car (V1,...,V,) est une base orthonormée de R”. D’our

T
AAT =X UU
i=1
De la méme fagon,en échangeant les roles de U et V', comme (Ui, ...,U,) est une base ortho-
normée de R",

A A=YV,

i=1

I1.6.a. Pour tout j € [1,n], d’aprés Pexpression de A.A* donnée au II. 5) :

AAU; =Y U (U] U;) = S (U | Uj) Us = 3 655U
i=1 i=1 i=1
Uj sil<j<r
0 sijzr+1

Comme (Uy,...,U,) est une base orthonormée de R", ’endomorphisme associé & AA*dans la
base canonique de R"™ est la projection orthogonale de R sur Vect (Uy,...,U,) =Im A.

N.B. pour la seconde affirmation : Pour tout j € [1,p],

ATAV; = S Vi(VIV)) = B (Vi | V) Vi = £ 61 Vi
Vi sil<j<r
0 sij2r+1 °

Comme (Vi,...,V,) est une base orthonormée de RP, ’endomorphisme associé & A*A dans la
base canonique de RP est la projection orthogonale de RP sur Vect (V1,...,V,.) = (Ker A)*.

Finalement, AA*U; =

Soit A*AV; =



I1.7. Un projecteur orthogonal est diagonalisable dans une base orthonormée donc autoadjoint.
Donc sa matrice dans toute b.o.n. est symétrique.

Donc AA* et A* A sont des matrices symétriques par II. 6. ce qui montre les deux premieres
égalités demandées.

Pour la troisiéme : on a R? = Ker A & (Ker A)*.

VX eKerd, AATAX =0=AX.

VX € (KerA)', (A*A) X = X car A*A est la matrice dans la base canonique de R? de la
projection orthogonale sur (Ker A)* et donc A(ATA) X = AX. On en déduit que

VXeM,1(R), AATAX = AX donc AATA=A
Pour la derniére égalité, on va utiliser plutdt les formules du I1. 5) qui font le travail « algébriquement ».

En effet par ces formules :

1
—V;Ul.U;UT
(i,g)e[1,r]? P

ATAAY = A (AAT) = (Y VU7 (X UUT)
i=1 M 1
i=1 Mi j=

"1
= Zf‘/;UzT car ULTU] :(Si,j

i=1 M
Bien stir, on pouvait aussi prouver la troisieme égalité avec ces formules. O
I1.8. a) Montrons déja que AB est une matrice de projecteur : (AB)? = A(BAB) = AB par

(2.4).

Donc AB est bien une matrice de projecteur, et par (2.1) elle est symétrique donc AB est un
projecteur autoadjoint, donc un projecteur orthogonal.

Montrons maintenant que Im AB = Im A.

D’une maniére générale, si M € My, (R) et si N e M,,, o(R),Im(MN) c Im M

On a donc toujours ici 'inclusion Im AB c Im A.

Et avec (2.3),on aImA=Im ABA cIm AB.

D’ou les deux inclusions, et la conclusion.

b) On montre de méme que (BA)? = BA et BA est symétrique donc BA est matrice d’un
projecteur orthogonal.

Reste & montrer que Im(BA) = (ker A)*. Comme BA est un projecteur orthogonal, Im(BA) =
ker(BA)*.

Il suffit donc de montrer que ker(BA) = ker(A).

Comme au a), on a une inclusion évidente, ker(A) c ker(BA).

Et comme A= ABA on a aussi ker(BA) c ker(ABA) = ker(A). D’ou la conclusion.

¢) Comme Im(ba) = (ker(a))*, on sait que pour tout z € ker(a)*, b(a(x)) = .

Pour tout y € Im(a), en posant = = (a’) ! (y) € ker(a)*, on a donc :

b(y) = ba(x)) =2 = (a') 7 ()

ce qui montre bien que bjm(q) = @'

D’autre part, si on prend x € (Im(a))*, comme ab est projecteur orthogonal sur Im(a), on a
(ab)(x) =0 donc b(z) = b(ab(z)) = 0.

D’on les deux conditions annoncées.

I1.9 Le ¢) précédent montre 1'unicité de la pseudo-inverse, si elle existe, et en donne une descrip-
tion géométrique. Le II. 7 montre que A* vérifie les conditions de la déf. donc donne 'existence.

I1.10. Par l'unicité démontré ci-dessus, (A*) est I'unique matrice B € M,, ,(R) vérifiant

A*B=(A'B)' BA"=(BA")' A"BA*=A" BA'B=B (2)
Comme A € M, ,(R) et que A vérifie (2), on conclut bien que :

A= (AT



Remarque sur ’interprétation géométrique : je recopie ici ’explication tres claire des exer-
cices de Francinou-Gianella-Nicolas L’application linéaire a est quelconque et a priori ni injective
ni surjective. Une équation a(x) =y d’inconnue x € E n’a donc pas forcément de solution et si elle
en a, il n'y a pas forcément unicité. Siy e F est fixé, lidée est chercher I’élément de Im(a) le plus
proche de y a savoir le projeté orthogonal de y sur Ima. Notons-le z. Parmi tous les antécédents
de z, il y en a un unique dans l’orthogonal de Ker a. C’est cet antécédent qui est l'image de y par
b. Ce choiz a le mérite de préserver la symétrie : si b est le pseudo-inverse de a, alors a est le
pseudo-inverse de b.

Le tout en un dessin (méme source)




