D.M. 10 : Approximation hilbertienne et uniforme : solutions

Déterminant de Gram et calcul de distances a un s.e.v.
Q1) Montrons que AT.A = G(v1,...,v,) : on note G pour G(vy,...,v,).

n

D’un c6té, pour tout (i,5) € [1,7]%, (AT.A)(4,5) = Y ax,ar; (déf. du produit de matrices,
k=1

et de la tranposée).

De l'autre c6té, comme B est une b.o.n. de F, on sait que par écriture du p.s. en b.o.n. que
n

D kit = (vilv;) -

k=1

Ainsi, on a bien montré que pour tout (i,7), (ATA)(i,7) = G(i,5) d’ou égalité des deux
matrices.
Q2) Sens < (M1) Si la famille est liée, I'un des vecteurs v; s’écrit v; = Z ALUk.
k=j
Mais par linéarité du p.s., on a alors dans la matrice de Gram, pour tout i, (vjlv;) =
z Ak (vi|v;) et donc pour les colonnes de la matrice de Gram : C; = Z MCh
k#j k+j
Les colonnes de G sont liées donc le déterminant de Gram est nul.
(M2) On le voit aussi avec le rang du produit AT.A : si (vy,...,v,) est liée alors n < r et
rg(A) <n<r et donc rg(AT.A) <rg(A) <r donc rg(G) < r et G n’est pas inversible.
Sens = Par contraposée.
(M1) Si (vy,...,v,) est une famille libre alors on an =1 et A est une matrice carrée inversible.
Alors en appliquant la Q1) det(G) = det(A)? > 0, ce qui donne la conclusion, det(G) # 0.
(M2) Si Gram(vi,...,v,) = 0, 'une des colonnes de G(v1,...,v,) qu'on note C; s’écrit
comme C.L. des autres colonnes : C; = Z AeCh.
k+j
Avec la déf. de G(vy,...,v,) cela signifie que pour tout i € [1,7], (vilv;) = > Ae(vilvg).
k#j
En passant tous les termes dans un seul membre et par linéarité du produit scalaire, on

obtient : (’Ui(’l}j -3 )\kvk)) =0.

k+j
En notant w = v; - Z AkVk, on vient de montrer que w € Vect(vy, ... ,v,)*. Or par sa définition
k+j
méme w € Vect(vy,...,vp).
Ceci montre que w = 0 c’est-a-dire que v; — Z A0k = 0 et donc que la famille (vq,...,v,) est
k#j
liée.

Remarque : La (M1), outre qu’elle est plus courte, a montré que le déterminant de Gram
était toujours positif. En fait la matrice de Gram est, mieux, une matrice symétrique positive
cf. chapitre R4.

Q3) (i) Soit v e E, quon écrit v = pp(v) + (v -pp(v)) alors [|v]]* = e (0)|? +[[v — pr(v)]]*.
En notant § = d(v, F) = ||v - pr(v)|], on a : ||v||? = [|[pr (v)]|* + §2.
D’autre part pour tout ¢ =1,...,d, (v|w;) = (pr(v)|w;) + (v —pr()|w;) = (pr(v)|w;).
Ainsi, on peut réecrire le déterminant de Gram sous la forme :

Ipr () +0* ((pr(v)wr) (pr(v)lwa))
Gram(r.wn,-—owg) = | FO) Glunsevo )

(pr (v)wa)



Par linéarité du déterminant par rapport a la premiere colonne on en déduit que : Gram(v, w1, ..., wq) =

5 ((pr(v)wr) (pr(W)wa))| | eI ((pr(v)wr) (pr(v)|wq
0 L |(r(W)wr)

: G(ws,...,wq)) : G(wy,...,wq))

0 (pr(v)|wa)

En développant le premier déterminant par rapport a la premiére colonne, et en reconnaissant
que le second déterminant est encore un déterminant de Gram, on en déduit finalement la

relation :
Gram(v, wy, ..., wq) = ...6%. Gram(wi, ..., wq) + Gram(pr(v), wy,...,wq) (%)
Mais comme pg(v) € Vect(ws,...,wq), on sait par la Q2 que

Gram(pp(v),wy,...,wq) = 0.

Donc avec (*) on conclut que

’ Gram(v, w1, ..., wg) = 62 Gram(wy, ..., wq), ot & = ||v — pr(v)|| comme demandé.

On passe aux racines carrées dans 1’égalité précédente et on a la conclusion. O

Déterminant de Cauchy et premieére application

Soit n € N*.

Q4) a) Si a; = a; alors la ligne L; et la ligne L; du tableau apparaissant dans le déterminant sont
égales, donc le déterminant est nul. De méme si b; = b; avec les colonnes.

b) Si on développe le déterminant par rapport & la derniére ligne, on a F,(X) = Z X : 2 ou
i=1 % T b

les A; sont des scalaires, donc F,, est une somme de fractions de degré —1 ou nulles. Comme
le degré d’une somme de fractions rationnelles est inférieure ou égal au max. des degrés, on
conclut que F, est de degré au plus -1.

c¢) Il s’agit simplement de la réduction au méme dénominateur de I’écriture du b).
d) Avec les notations du ¢), deg(F,,) = deg(P) —n, or d’apres le b), deg(F,,) < -1 donc
deg(P) <n-1.

On remarque que pour tout ¢ =1,...,n -1, F,(a;) =0 car dans ce cas il y a deux lignes de
la matrice dont F}, est le déterminant qui sont identiques.

Comme ag,...,a,-1 sont deux a deux distincts, et que deg(P) <n -1, on conclut que P est
de degré exactement n—1 (ou nul) et qu’il existe un A e K tel que P = A(X-a1)... (X —an-1).

e) (i) Avec lanotation du b), la partie polaire cherchée est donnée par \,, = [(X + b, ) F,, ](=by,).

1 1 1
a1+b1 e a1+bn,1 a1+bn
Or [(X +bp) F](=by) = 1 1 1 =Dy, 1.
ap-1tb1 77 ap-1+bn-1 an-1+bn
0 . 0 1

On obtient donc I’égalité A\, = D,,_1.
e) (ii) Par la méthode « du cache », on sait que :

A = [(X +00) Fn](=by).

)\(X—al)...(X—an_l)

(X +b1)...(X+by)
)\(—bn—al)...(—bn—an_l) _ )\(bn+a1)...(bn+an_1)
(=bp+b1) ... (=by+bp1)  (bn=b1)...(by—Dbp_1)

Orici F,(X) =

Done [(X +by) F,](=b,) =




Avec le résultat du (i), qui dit que A, = D,_1, on conclut que :

(b =b1)... (bp = Do)
B (a1 +bn) . (an_l +bn)

D,_1.

Enfin, en considérant D,, = F},(a, ), on obtient :

_ (bn—bl)...(bn—bn,l)D 1(an—al)...(an—an,l)
" (ar+bn) (1 +0n) T (@ +D1) .. (an +by) ]

ce qui est la relation de récurrence cherchée.

D

1
Q5) a) On se place dans FE = R[xz] avec le produit scalaire (f,g) — [ fg.
0
Pour tout i € [1,n], on note w; : te€[0,1]+ . On note v : te[0,1] = 1.

n
On remarque alors que ¢(a1,...,a,) =|jv—w[]® ot w=- )" apwy.
k=1
n
Quand (ay, ..., a,) parcourt R, le vecteur w = — Y ajwy, décrit tout F = Vect(wy, ..., wy).
k=1

Donc l'inf. de ¢ sur R™ est aussi inf{||v — w|]*, w € F}.

Par le théoréeme sur la projection orthogonale sur un s.e.v. de dim. finie d’un e.v.

préhilbertien, on sait que cet inf. est un min. atteint pour 'unique vecteur wg = pr(v).
b) On cherche maintenant & expliciter p = d*(v, F). Or par la formule donnée & la 3, on

sait que :

_ Gram(wy, ..., wy,,v)
© Gram(wy,...,wy,)
I 1
Or (w;w;) = f tIdt = ———.
0 1+7+1
1
Donc Gram(wy, ..., wy,) = det((ﬁ))(i,j)e[l’n}]z.. On peut donc appliquer la formule
1+
du déterminant de Cauchy avec a; =i+ 1/2 et b; =j+1/2 et :

[T G-9G-1)

1<i<j<n

[T G+j+1)

1<i,j<n

Gram(wy,...,wy) =

1
Mais de méme en posant v =wp : ¢+ t° on a de méme (v|w;) = =1
J

1
Alors Gram(v,wq, ..., wy,) = det(il)(i7j)e[[07n]]z.

i+j+
[T G-0G-1)
Donc Gram(/u? w17 e 7wn) = OSZ(]S” . : .
H (Z +7+ 1)
0<i,j<n

Ainsi avec la formule de la Q3), p s’obtient comme le quotient de ces deux déterminants
de Cauchy : les facteurs qui ne se simplifient pas sont ceux correspondant a I'indice
1 = 0 au numérateur et au dénominateur ceux qui correspondent a i =0 ou j =0, ce qui
donne :

_ ngjgan _ (n')2 _ 1
" Mogyen G+ DosenG+ 1D (0 DD~ (n+ )2
Q6) Soit peRY et f: [0,1] > R, .~ x*.
N.B. 1l est facile de vérifier que la famille (wyp,...,w,) est libre par exemple car elle est
totalement ordonnée pour la négligeabilité en +oo.

Par la formule donnant la distance comme quotient de déterminants de Gram, on sait que

do(f, Fy) :\J Gram(f,wg ..., wy)

Gram(wo, ..., wy,)




Q7)

Q8)

11
)\i+)\j+1_ai+bj

1
Avec la déf. du p.s. ici : (w;lw;) = f Nt = en posant a; = \; + 1/2
0
et bj = >‘j + 1/2
HO<Z<]<TL()\ )

Ainsi par la formule du déterminant de Cauchy, Gram(wo, ..., w,) = 0 Y 1)
0<i,j5<n + +

H—1§i<j£n(/\j - /\2)2
H—lgi,jgn(Ai + )‘j + 1)
Par le quotient des deux déterminants de Cauchy, on simplifie au numérateur tous les facteurs

Gram(f,wp,...,wy,) = en posant A_1 = p.

sauf ceux pour lesquels i = -1, et au dénominateur tous sauf ceux ot i = -1 ou j = -1. On
obtient :
[Ty )
T H
Gram(f,wo,...,wy) _ 3=0
Gram(wyp, . .., wy,)

@u+ )Ty + 0+ 1)?

J=1

Le facteur en (2u+ 1) correspond au cas ou i = j = —1. En prenant la racine carrée, on obtient
bien :

b 1) = =TT |
R V2p+1 5l Ai+p+1
do(f. Fn) — 0« In(dx(f, Fy)) _1n1£[A'7_’“‘ — —o0
2\J>» oo 2\J>» )\+,U+1 N o0 .
M —pl S |)\k ul 2p+1
Or In(d F,))=)> In = In(1 -
o (F)) = 3G = S - S - R ()
ou r est tel qu’a partir du rang r, A\g > u.
2u+1

Posons uy = In(1 - ) pour tout k > r.

)\k+ﬂ+1
2u+1 2pu+1

Comme Ap - +00, on sait que v, ~ - H N R

k—+o0 )\k‘ +u+ 1 k—>+o0 >\k

Par théoreme sur les équivalents pour les séries & signes constants (ici négatifs), on sait donc

. 1
que les séries de terme généraux W et up ont meme nature.
k

1
Done da(f, Fr) —— 0 ssi > " diverge.
n—+o0o k

Il suffit de montrer que si F' est dense dans F pour la norme || ||z alors da(f, F,) . 0 pour
tout fekF. !
Soit f € E. Comme F est dense dans F pour la norme || || une suite (f,) € FY telle
If = fall — 0.

n—>+00
La seule difficulté de la question était qu’il ne fallait pas croire que f, € F,.
Soit € > 0. On sait qu’on a un ng € N tel que pour tout n > ng, ||f - fall2 <e.
De plus comme f,, € F, il existe un n; € N tel que f,, € F,,,. Mais alors f,, € F,, pour tout
n2ni.
Donc pour n > max(ng,n1), on a donc inf{||f - g||, g € Fn} < ||f = fn,l| simplement car
frno € Fn.
Et donc d(f, F,) <e
Et pour f : ¢t~ t#, on vient de voir que cette condition entrainait que Z 1/ est divergente.
Remarque : En fait si la série est convergente, on a montré plus précisément qu’aucune
des fonctions ¢ — t* avec p ¢ {\k, k € N} n’était alors dans adhérence de F'.

Donc ou bien cette ensemble F' est dense ou bien son adhérence ne contient aucune autre
fonction puissance.



Q9)

Q10)

Q11)

Q12)

On rédemontre, cf. cours que la convergence pour la norme infinie entraine la convergence
pour la norme 2. Donc la densité pour la norme infinie entraine la densité pour la norme 2
et la question précédente s’applique.

Soit x € [0,1]. Alors

‘f (qt?! Zal)\ i l)dt‘

< \ / (qtqfl—Zai)\it)‘”l)zdt\// 12dt par Cauchy-Schwarz
0 i=r 0
1 n 2
< t7 =S a\ ] dt
N (o8

en majorant les intégrales de 0 a x par les intégrales de 0 a 1 puisque l'intégrande est positive.
Soit € > 0. Si Z 1/X; diverge, alors Z 1/(\; — 1) diverge aussi et avec la Q7 appliquée & cette

27
famille des (t}7!) on en déduit qu'il existe a,,...,a, tels que

\}f gt - ZaZAtA )dt<s
0

Mais alors la majoration de la question précédente dit que pour tout = € [0,1], |z - 1" a;a™
et donc en passant au sup. on a bien montré que pour f : x~ x4, il existe un g € F' tel que

If = glles <&

En appliquant ceci & € = 1/n, on fabrique bien une suite (g,,) € FN qui CVU vers f sur [0,1].

n
a) Soit d’abord, p € R[z]. On peut 'écrire p(z) = ) aqz?. Soit € > 0. Pour chaque indice
q=0
q € [0,n] tel que ag # 0, on sait par le 6.1. qu'il existe une fonction f, € I tel que sup o 177~
fa(@) < g/nlag|.

Alors sup,¢o 1] lagr? — agfy ()| < g/n.

n
Et en additionnant ces inégalité par L.T., sup,cqo.1) [p(2) = Y agfo(x)| <€
q=0
n
On a donc bien trouvé un élément w = Z aqfq € F tel que |[p - wl|oo < €
q=0
b) Reste & conclure que F' est dense dans E = C([0,1],R) pour la norme || ||. Soit f € E.
Soit € > 0. On veut montrer qu’il existe un w € F tel que ||f — w||o < €. : Or par théoréme de
Weierstrass, il existe un p € R[z] tel que ||f — pl|e < £/2. Et par le a), pour ce polynéme p, il
existe un w € F' tel que ||p — w||e < /2.
Par I.T., on conclut que ||f - w]|| <e. O
N.B. On peut aussi raisonner sur les adhérences : on a montré au a) que R[z] ¢ F donc

R[z] c F =T et donc par Weierstrass F = F.



