D.M. 7 : séries de fonctions et intégration terme a terme

Pour le lundi 18 décembre 2023

Les deux problémes sont indépendants, et il n’est pas déraisonnable de commencer par le premier.

PROBLEME 1

Dans tout le probléeme, « est un réel strictement positif. Pour n € N*, on définit
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1) Montrer que la série de fonctions Z u, converge simplement sur R7.
+o0o

Pour z € R} on pose S(z) =) u, ().

n=1
2) a) Montrer que pour tout a € RY, » u, converge normalement sur [a, +ool.
b) Quelle est la limite de S en +o0 ?
)
)

3) a) Déterminer les valeurs de a pour lesquelles Zun converge normalement sur R}.
b) Dans ce cas, quelle est la limite de S en 07
+1
4) Montrer : S(x) laxl)
T—>+00 €T

Dans toute la suite, on suppose 0 < a < 1.

. +oo dt +o0 dt
5) Montrer : Vz e R}, x[ 7£5(x)Sw/ _—
1 te(1+tx?) o t*(1+ta?)
+o00 ul—QO&
6) O K- [ 74—
) On pose L 1o
a) Justifier existence de K.
b) Montrer : S(z) ~ 2K x?eL,
xr—
c) Déterminer la limite de S en 0.

1
Pour 0 < < 3 et a € R}, la convergence de ) u,, est-elle uniforme sur ]0,a]?

PROBLEME 2

Pour tout le probleme, on se donne « € R} et x € R\27Z.

+o0o
On rappelle que I'(«) = [ t* e dt.
0

7) Pour n e N* et t € RY, on pose f,(t) =t*"lei"e™m,

a) Montrer que la série Z fn converge simplement sur R} et calculer sa somme f.
ta—le—nt
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b) Montrer : VneN, Vi e R}, T
k=n+1 2|Sin §|

8) A laide de 7), justifier soigneusement les égalités suivantes :

2 e (3.1) € oo pa-l =X sinnz (8.2) sinz teo  pacl
e (B f —dt et ) 2 dt
= one I'(a) Jo et-e= = one 2I'(a) Jo  cht—cosz
Rsinnr 7w-zx
9) En déduire que pour z €]0,27[, )’ =5 (tiens le DM 6 revient...)
n=1 n

10) a) On suppose ici que = € R\7Z. Montrer :

sinnx sinz =X
= I, cos" x
e ar(a) 4
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n=1
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OuIn = A mdt



+ 00 toz—l
b) Pour ¢t e R} on pose S(t) = Z —
n=0 ch™™ ¢t

Calculer explicitement S(t) pour tout ¢ > 0 et pour quelles valeurs de « la fonction S
est-elle intégrable sur |0, +oo[ ?

c¢) Pour quelles valeurs de « la série ZI" est-elle convergente ?
d) Déterminer la nature de la série Y (=1)"I,.

11) Soit g € Z1(R%,R) telle que g(u) ~, aul™t, avec (a,l) e R* x RY.
al'(\)

no+oo  pA

+o00o
On se propose de démontrer que : f g(u)e™™ du
0

n—+oo

+00
a) Montrer que cela revient & prouver que : n)‘[ (g(u) - au’\_l) e ™ du — 0.
0

On revient pour cela a la définition de la limite ; soit € € R}.
b) Justifier I'existence d’un réel strictement positif ¢ tel que :

Aé(g(u) - auAfl) e "du

On fixe un tel § pour la suite.
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c) Montrer qu’il existe une constante C; que 'on exprimera sous forme d’une intégrale
indépendante de n, telle que :

f6+w(g(u) - au’\_l) e ™ du

Vn e N* < Ce (0

d) Conclure.
12) a) Pour t € R} on pose ¢(t) =In(cht). Calculer cht, sht et ¢t en fonction de (t).

(ln(e“ +Ve2t — 1))a_1.

e2uv —1

+o0o
b) En déduire que I, = f h(u)e ™ du, ot h(u)=
0

¢) Déterminer un équivalent de h en 0.
d) En déduire un équivalent de (I,,). Retrouver ainsi le résultat du 10 c).



