DM 6 : séries de Fourier et dév. eulériens, solutions

1) a) Notons uy = ay, cos(kt) + by sin(kt). Alors pour tout ¢ € R,
[ug ()] < |ag|.| cos(kt)| + |bg|.| sin(kt)| < |ak| + |bk]  (*)

par inégalité triangulaire. Par hypothese de 1’énoncé, (|ax| + |bk|) est terme général de série
convergente (par somme de T.G.S.C.) donc )’ |ug(t)| converge par la majoration (x). La série
Zuk (t) est donc absolument convergente donc convergente.

Mieux, la majoration (*) indépendante de ¢ donne que :
luklleo < lak] + [bk|

donc la série de fonction Zuk converge normalement sur R en particulier uniformément.
Comme les fonctions ¢ — ug () sont continues, on en déduit que la somme S est une fonction
continue sur R.

Enfin comme pour tout k € N*, uy est 2m-périodique, on a Vit € R, ug(t + 27) = ug(t). En
sommant ces inégalités pour £ = 1...,n puis en passant a la limite pour n - +oo0, on a
S(t+2m)=5(t).

Donc S est 2m-périodique.

b) Pour tout n € N*, en posant A4, = \/a2 + b2, en supposant que (a,,b,) # (0,0), on peut
écrire :

ay, cos(nt) + by, sin(nt) = A”(an cos(nt) + Z—n sin(nt))

Comme (Z—", %) eU={(z,y) e R?, 2% + y*}, on sait qu'il existe un 6,, €] - 7, 7] tel que
g <o)
A77:L = Sin(@n)

En remplacant dans 1’égalité précédente, on obtient :
ap, cos(nt) + by, sin(nt) = A, (cos(8,) cos(t) +sin(f,) sin(t)) = A,, cos(t - 6,)
On en déduit que pour tout ¢ € R,
[t (t)] = |an cos(nt) + by, sin(nt)| < A,

On conclut alors, de méme qu’au a), que la série Z uy, converge normalement sur R puisque
un]oo < Ay et (A,) terme général d’une série convergente. Les autres conclusions du a)
suivent de meéme.

c¢) Il suffit de montrer que \/a2 + b2 < |ay| + |by]
En posant = = |a,| et y = |a,|, il suffit de montrer que pour tout z,y € R*,

VIHy<VT+ Sy (x%)

Or (%) < x+y<x+y+2,/ry en mettant au carré, ce qui est trivialement vrai.

Donc (**) est vraie et la conclusion.

Culturel : une fonction f telle que f(z+y) < f(z) + f(y) pour tout =,y dans son ensemble
de définition est dite sous-additive. L’inégalité (*) dit que la racine carrée est sous-additive.

Ce résultat se généralise & toutes les z — 2™ avec a €]0, 1] et plus généralement aux fonctions
concaves croissantes sur R*.



) n . el _ ei(n+1)r et _ ei(n+1)az
2) a) FAUX. Pour z ¢ 27 Z, donc ¢'* # 1, donc ) ¢'*" = , = — — .
= 1-eiw eir/2(-2isin(z/2))

D i b 62’93/2 _ ei(n+1/2)m
onc et s —

= —-2isin(z/2)
dénominateur.

. C’est pratiquement la formule de ’énoncé a part le i au
ei% _ ei(n+%)w

2sin(3)
b) Ce calcul a été fait de deux ou trois fagons différentes sur une planche du chapitre S1. Ce

sera quasiment du cours au chapitre S3 (théoréme radial d’Abel pour le développement en
série entiere de In(1 +x).).

En revanche S) (z) = -

ei% _ ei(n+%)ac

¢) VRAI On a vu au a) que S, (z) = - -
2sin(3)
Par intégration entre 7 et z, / Sy (t)dt = Sp(z) = Sp(m) = Sn(z) — A,.
z eL% _ ei(n+%)t
S (t)dt = A —f ——dt
n(t) " r 2sin(%)
ce qui donne exactement la formule de I’énoncé en séparant le dénominateur en deux.

d) On note f(t) = ml(tm

Donc S, (z) = A, + f

™

Par I.P.P. en primitivant ¢ — ' ("*1/2)t

[ F(#)e )t gy,

i(n+1)t1”
f(#)ete ] .

et en dérivant f, on a : I, = - T
i(n+ 5)

z(n + 2)
Jn
- x T 1 x . .y
Ainsi |I,] < £( n)|+ 1|/J;( )| — 1/2|Jn| et |J,| < [r |f'(t)|dt majorant indép. de n.
Ceci prouve que I,, — 0 par majoration par une suite qui tend vers zéro O
n—+oo

Avec I’égalité du c), comme (A4, ) converge et (I,,) converge; on en déduit bien que (S, (z))
converge.
Plus précisément en notant ici A = —1n(2) € R la limite de (4,,), on obtient que S, (z) —

n—+oo
1 @ els
2 Jx sin(i)

Bien stir ) ————= =Im(
k k
k=1

k 1 z * sin(t/2
Donc par d) Z (kz) Im(A-— f ~dt) = s?n( [2)
= . 2 Jx 5111(5) sin(t/2)
k _
Donc finalement on a bien Z Sm( 7) %:r comime annonce.
] n—>+<x>

D’autre part, avec la partie réelle de (S, (x)) on obtient que

" cos k:x) 1 _
3 Re(A f e )dt) 0

k=1 n—+oo

Or, on calcule,

o 1 cos(t/?)
¢ = -In(2)- 2 sm(t/2)
= —In(2)- [ln(sm(t/Q)]rr

- —1n(2sin(g))



Ainsi, on a prouvé que :

vz €]0, 27, ]:Z_:Oz Cosggk‘x) = —ln(ZSin(g))

f) La fonction o est 2m-périodique comme limite simple d’une suite de fonctions 2m-périodiques
et elle vaut 0 en 0 trivialement.

Par le e) on connait 0yjg,2.[ et il suffit donc de reproduire son tracé par translation, avec la
valeur particuliere 0 en 0.

f
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Comme la fonction o n’est pas continue sur R et que le terme général x — sin(kx)/k est
continue sur R, on est sir que la convergence n’est pas uniforme.

On fixe un kg € N*, on note pour tout k € N*, up(t) = agcos(kt) + by sin(kt) et vi(t) =
cos(kot)ug(t).
On note S, = >~ ug(t) et Vi, = cos(kot)S, = > vi(t).
k=1 k=1
On sait que ||Sn = fllo —> 0. On note g(¢) = cos(kot) f(¢).
n—+oo

Affirmation. ||V, —g|l« —> 0 autrement dit que (V,,) converge uniformément vers g.
n—+oo

Dém. de Uaffirmation :  Or ||V, — gllee < supger |c0s(kot)].|[Sn = flleo < [|Sn = flleo d’0l la
conclusion.
Application de cette affirmation :

On consid‘erel f f(t)cos(kot)dt:lf g(t)dt.
™ - m™J-7

Comme g est la limite uniforme de la série de fonctions ka, par théoreme d’intégration
terme a terme sur un segment, on sait que :

% [: (&) cos(kot)dt = ;Zt?lr (ag [: cos(kt) cos(kot)dt+bg ./wﬂ sin(kt) cos(kot)dt)+% [: cos(kot)dt
(1)

Or comme ko # 0, la derniére intégrale dans (1) est nulle, et par un calcul & faire on montre
que :

VkeN"k#ky= [ cos(kt) cos(kot)dt =0 (2)
et ”
vk eN*,/ sin(kt) cos(kot)dt = 0 (3)

Avec (2) et (3) dans (1), on obtient enfin que :
e 1 )
— f f(t) cos(kot)dt = — f ak, cos”(kot)dt = ay,
m - T -

On montre de méme que :

% [ : F(#) sin(kot)dt = b, .

On traite enfin de méme le cas kg = 0.



)

a) Comme par hasard cette fonction f est celle obtenue a la fin du 2). On remarque déja que
cette fonction est impaire sur R, ce qui entraine facilement que tous les coefficients a; sont
nuls.

1 2m
On calcule donc seulement les by, = — [ T
m Jo

sin(kt)dt.

1 2m 1 2
On sépare 'intégrale en deux by, = — [ msin(kt) - — [ tsin(kt)dt.
2w Jo 2w Jo

La premiére intégrale est facilement nulle.

tcos(kt) o, 1 fQT“ cos(kt) 1
IRACEGAZN EL Y G D T
PR Ry k

1 2 1
Par intégration par parties, — f tsin(kt)dt = —[
2m Jo 27
On obtient donc que pour tout k € N*, b, = 1/k.
b) La série de Fourier de f est donc par a), Y sin(kz)/k.
D’autre part f est bien de classe C! par morceaux sur R, car f et f' ont une limite finie &
gauche et a droite a tous les points 2km donc le théoréeme de Dirichlet s’applique et redonne
exactement la formule de la fin du 2).

Le probleme est que cette famille n’est pas sommable. Par exemple, en se restreignant aux k

1 - T .
~ —— est terme général de série divergente par comparaison
) = kT k—too kT

avec la série harmonique (tg. de signe constant).

positifs, la suite uy, =

a) Comme le cosinus est pair, on a cos(a(-7)) = cos(ar) donc lim_,+ f = lim,- f ce qui
montre la continuité de la 27-périodisée aux points de la forme 7 + 2k7. Le caractere C' p.m.
est alors évident.

b) Les coeff. b, sont nuls et les a,, = 1 [W f(t) cos(nt)dt = 2 [Wcos(at) cos(nt)dt
™ J-m ™ JOo
1 7 1 si sin((n - _
Donc a,, = — f (cos((a+n)t) +cos((n—-a)t))dt = 7[51n((a +n)t) + sin((n - a)t) g
7w Jo a+n n-a
Done a, = 1 (sin((a +n)m) . sin((n - a)m) _ (_1)n81n(a7r) 2a .
™ a+n n-a T a?-n?

+00
c) Le théoréme de Dirichlet s’applique donc pour tout « € [-7, 7], cos(ax) = a?0+ > an cos(nz)
n=1
: +oo (1 n+1 2
sin(a) s (-1 a

n=1

donc cos(az) = 5 sin(7a) cos(nz).
a

Ta n? —

La formule précédente, pour z = w, donne, en divisant par sin(ma), donne :

+o00 n 2a
Cotan(ﬂa) = E + z::l (_1) +1m COS(TLT()

Compte-tenu de cos(nm) = (-1)", et en posant x = mwa, on la formule de ’énoncé sous la

forme :

1 = 2z
cotan(z) = —+ ), ———— O
x Sr?-nir

n

a) Par regroupement des termes d’indices k et —k, en notant Sy, (z) = Z P on a :
o T+
n 2z
Sp(z)=—+
”( ) = 2 — k2
2x 3 2z
En posant ug(z) = ———, on a pour chaque z € R \Z fixé, ux(z) ~ — T.G.S.C; donc
x2 — k2 k—too —k2

par théoréme de comparaison & une série de T.G. de signe constant, on en déduit que uy(x)
T.G.S.C.
Donc §,, converge et on peut écrire pour tout x € R\ Z :

@= 14 %

b) (i) L’expression (1) qu’on vient d’obtenir définit bien une fonction impaire.



(ii) N.B Cela n’a pas de sens d’écrire f(z)= >

nez

car la famille des (1/(n+ 2))nez nest

PAS sommable !
Donc on revient aux sommes partielles du a)
Soitn>letxeRNZ:

S +n 1 n+l 1
n(z+1)= — =
(@+1) k:Z_n$+1+k‘ i:_z,l:+1x+i

ouonaposéi==Fk+1.

Donc S, (z +1) = S,(z) + L — f(z)+0+0. Donc f(z+1) = f(z) par
r+n+1l xT-n note

unicité de la limite.

c)

EANCT TR N R S S
n €T = = —_—
2 o 2wk S 2wl e 2w +20+ 1

1 & 1 1 1

= — -+ -
2,2 x+l 212_%_1)x+1/2+l

1 1
= 55‘”(:0) + ign_l(x +1/2),

ce qui donne en faisant tendre n vers +oo
1 1
s@) =5 (1@ 1o+ 5))

d) (i) Considérons la fonction h:z €] -1,1[~ Xi o
Soit @ > 1 Pour tout z € [-a,a], on a 22 € [0,a*] c [0,1] donc pour tout k € Z, k?* — 2% >

k% -a?>0 et donc :
1 1

<
k2 — 22 k2 -2

0<

majoration par un T.G.S.C.
La série Y. ﬁ est donc normalement convergente sur [-a, a] et les fonctions 2 — 1/(k? -
x?) sont continues sur [~a,a], donc la somme de la série h est continue sur [~a,a] pour tout

€ [0,1[ done sur ] -1,1[.

1

(ii) L’expression déja obtenue f(x) = — + 2zh(x) pour tout x € R\ Z permet d’en déduire la
continuité de f sur ]0,1[ et par 1-périodicité de f sur R \Z
(iii) Par ce qui précéde et prop. de la cotangente, on sait que g est continue sur R \ Z.
Par 1-périodicité de g, il suffit de montrer que g est continue en 0.
cos(mr)  l+o(x) 1

- = = —+0(1) et de lautre f(x) = l+2:z:h(z)
sin(mx) mr+o(xr) = x

Or d’un c6té 7 cotan(mz) =7

avec h continue en 0.

Donc par différence g(z) = 2zh(x) + 0o(1) donc g est bien continue en 0.

e) On veut donc montrer que g est la fonction nulle.

(i) On pose f(x) = 7z cotan(z), on va montrer

Montrons que, comme f, pour tout = € R\1Z, f(2z) = %(f(x) + f(a: + %)) Soit x € R\1Z.
On a

f~(2x):7r =7 =—

sin 27 x 2sinmx cosTx 2

cos2mx cos?mx —sin’rx W ( cosmr Sinwx )

sinTxr cosTwx

= g(cotan 7x —tanmx) = g(cotan 7z + cotan(mz +/2))

= @)+ e +1/2)

(ii) La fonction g qui vaut g(z) = f(z) - f(z) pour z € R\%Z et prolongée & R par continuité,
vérifie donc trivialement la méme relation pour z € R\1Z: (x) ¢(2z) = 1(g(z) +g(z+1/2)).



Comme ¢ est continue, en faisant tendre x vers g € %Z,x # Zg, on trouve que (*) est aussi
vraie pour un élément de %Z, et donc pour tout z € R. - La fonction |g| est contimue sur le
segment [0, 1], donc elle est bornée et atteint ses bornes. En particulier, il existe ¢ € [0, 1] tel
que |g(c)| = maxze[o,171g(2)|. Mais alors d’apres (*), on a l'inégalité

9(5)+9 (5| e G+lg (5 _later2)l  la(o)l
2 h 2 2 2

lg(c)] =

et done,

2
l9(<) < lg(e/2)] ce qui entraine |g(¢/2)| > max |g(x)|
2 2 2e[0,1]

On en déduit donc |g(c/2)| = max,e[o,1]|9(x)| et par une récurrence immé diate, pour tout
neN:

=lg(¢/2M)] — ¢(0)=0
gp o= lo (0l 2, o0

(iii) Par 1-périodicité g est nulle partout.



