D.M. 5 : Topologie des classes de similitudes de matrices

Pour le lundi 20 novembre 2023

Dans ce probleme K désignera le corps R des réels ou le corps C des nombres complexes.
Pour une matrice A € M,,(K), la classe de similitude de A est par définition ’ensemble :

Fk(A)={PAP™", PeGL,(K)}.

I Autour des matrices scalaires
1) Dounner la classe de similitude d’une matrice scalaire, ¢’est & dire une matrice de la forme I,
avec A € K.

2) Soit E un K-e.v. de dimension n et u € Z(FE) tel que u n’est pas une homothétie. Montrer
qu’il existe un x € E tel que (x,u(z)) libre.
Attention : ce résultat ne découle pas directement de la négation de la définition de <« u
est une homothétie », c’est un petit miracle qu’on pourra démontrer par contraposée.

3) En déduire que si A n’est pas une matrice scalaire, alors #x(A) n’est pas un singleton, et
donc que Sk(A) est un singleton si, et seulement si, A est une matrice scalaire.

4) Déduire du 2), mieux, que pour tout A € M, (K), .#x(A) est bornée si, et seulement si, A
est une matrice scalaire.

II Etude, en taille 2 x 2, des matrices dont la classe de similitude est fermée :

Soit A € M3 (K)
5) Si A=\, justifier que Sk (A) est fermée dans My (K),
6) SiSpg(A)={A} et A n’est pas une matrice scalaire :
A
0
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b) pour tout k € N, on pose Ay = (Tk 0) ()\ 1) (2k 0 . Etudier la suite (Ay), . et en
’ 0 1J\0 AJ\0 1 keN
déduire que la classe de similitude .k (A) n’est pas fermée dans Mo (K).
7) SiSpg(A) = {, u} avec A # p. Soit (P AP;Y)
vers une matrice B € My (K). Soit « € {\, u}.
a) Etudier la suite (Pr (A-aly) P,;l)keN et en déduire que det (B - al) = 0.
b) Montrer alors que B € Sk (A) et conclure que Sk (A) est fermée dans Mz (K),
¢) Retrouver le résultat précédent en considérant plutét la suite des (ya, ) ott Ay, = Py AP;!
8) Montrer que .7¢(A) est fermée dans M2(C) ssi A est diagonalisable dans My (C).

9) Cas des matrices dont le spectre réel est vide.

> =

a) montrer que A est semblable dans M3 (K) & la matrice (

pery Uni€ suite d’éléments de Sk (A) qui converge

a) A Tlaide du résultat du 2), montrer que toute matrice A € M>(K) qui n’est pas une

. . . . (0 —det(A)
matrice scalaire est semblable & la matrice (1 Te(A) )

b) Dans les questions suivantes de ce 9), A € M2(R) est telle que Spr(A) = @.
Justifier que 4det A - (tr(A))? > 0.
¢) On consideére une suite (PkAP,; ! ) pery 4'éléments de SR (A) qui converge vers une matrice

B € M3(R). En considérant la suites des ya, ot Ay = PLAP;', montrer que B est
semblable & A grace au 9a).

d) Conclure que si Spr(A) = @ alors SR(A) est fermée dans Mo (R).
10) Conclure sur ensemble des matrices A € M3(R) telles que .YR(A) est fermée dans My (R).

11) Retrouver le résultat du 9d) a partir du résultat vu au 7) et du résultat suivant (4 démontrer) :
pour tout A € M,(R), S&(A) = S(A) n M,(R)



IIT Généralisation du résultat du IT dans M, (C)
12) Soit A € M, (C) et xa = ITi-; (X = A;) Décriture scindée dans C[X] de son polynome ca-

ractéristique.
Soit E =C" et u € Z(F) 'endomorphisme canoniquement associé. Soit B = (ey,...,e,) une
base de trigonalisation de u et T' = Matp(u).

a) Pour k € N* quelconque, écrire Matp, (u) ot By = (-, 73, ..., 7% ) en fonction de 7.

b) En déduire que la matrice D = diag(A1,...,A,) vérifie : D € ¢ (A).

¢) Que peut-on en déduire pour les matrices A telles que /¢ (A) est fermée dans M,,(C) ?

13) Réciproquement supposons que A € M,,(C) est diagonalisable dans M,,(C) et que (Aj) est
une suite de matrices semblables a A telle que Ay, . Be M,(C).
—+o00

a) Que dire de xp?

b) Justifier que p4 annule B.

¢) Conclure que B est semblable & A.

On a donc bien montré que A € M,,(C) est diagonalisable dans M,,(C) si, et seulement si, sa
classe de similitude est fermée dans M,,(C).

IV Une autre caractérisation dans My(R) : 5/2
On munit R? de son produit scalaire canonique noté (.|.) la norme associée est notée | |.
Pour une matrice A = (CCL Z) € M3(R), on note ||Al|s = (a®+b?+c?+d?)/? 1a norme euclidienne
canonique sur ces matrices.
14) Justifier que pour toute matrice U € O,,(R), |[UAU |5 = ||Al|s.
Soit G' € M3(R) ; on note g 'endomorphisme de R? canoniquement associé & G. On suppose de
plus que Spg(G) * @.

15) a) Justifier que Spr(G) = Spe(G).
Dans la suite, on désigne par A et p les racines de x¢ (éventuellement confondues) ; ce sont
les valeurs propres de g. On choisit un vecteur propre u} de g, associé a la valeur propre
A, qu’on complete en une base (u},uy) de R? et on note (u,us) la base orthonormée de
(R2,(|)) obtenue en appliquant le procédé de Schmidt & (uf,uj).
b) Rappeler les expressions des vecteurs uy et ug en fonction des vecteurs u) et uj.

c¢) On note U la matrice de passage de la base canonique (e1,ez) de R? & la base (uy,uz).
Montrer que UUT = Is.

d) On note T la matrice de g dans la base (u1,us). Justifier que T est de la forme ( 3 Z )
et que G=UTU". Que vaut |G|s?

16) Calcul d’une borne inférieure On consideére une matrice A € My(R) avec Spg(A4) #+ @ et
on désigne par A et u les valeurs propres de A (éventuellement confondues).

a) Justifier que 'ensemble {HPAP’1||S;
b) Montrer que, pour toute matrice B € S&(A), |B]|s = /IA? + |pf?.

Pe GLQ(R)} possede une borne inférieure.

c) Montrer qu’il existe a € R tel que, pour tout réel non nul ¢, la matrice ( 6\ tj ) €
Ir(A).

d) Déduire de ce qui précede que infge g, (a) | Bls = /|2 + |ul?.
e) Montrer que A est diagonalisable dans My (R) si et seulement si la borne inférieure de
Pensemble {”PAP‘l”S; Pe GL2(R)} est atteinte.

17) Hors D.M. : on pourrait montrer que la caractérisation du 16e) s’applique aussi dans le cas
ou Spp(A4) = @.



