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a) Si K =C, on sait que pour tout A € M, (C), Sp(A) # @ car x4 admet toujours une racine
dans C (théoreme de d’Alembert-Gauss).

Ainsi si A € M,(C) est apropre, on a Sp(A) = {0}. Comme x4 est scindé dans C, on sait
que A est trigonalisable et comme 0 est seule v.p. de A, cette trigonalisation donne que A
est semblable & une matrice triangulaire supérieure stricte, donc nilpotente et donc A est
nilpotente.

b) Pour n = 2, on peut prendre une matrice A n’ayant pas de valeurs propres dans R. pxtar

0 _01) Alors Spy(A) = @ et Spc(A4) =

exemple la matrice de rotation d’angle 7/2, A = (1

{i,~i}.

Pour n > 2, on peut prendre une matrice ayant un bloc diagonal 2 x 2 de la forme précédente
et des zéros ailleurs, alors Spg(A) = {0} et Spe(xstA) = {0,4,-i}. La matrice A est apropre
dans M, (R), mais pas nilpotente.

a) Avec les notations de 1'énoncé, T7*(K), 'espace des matrices triangulaires supérieures,
convient : il est bien de dimension n(n - 1)/2 car engendré par les (E; ;)ic; et tous ses
éléments sont nilpotents donc apropre.

b) Soit A € A,,(R). Supposons que A admet une valeur propre réelle A € R et que X # 0 est
un vecteur propre associé.

Alors
XTAX = XT(AX) = A(XT.X) = || X]? (1)
Z1
ot [|X|* =22+ + 22 #0 pour X =
Tn
Mais d’autre part
XTAX = (ATX)"X = (-AX)"X = (-AX)"X = -)\[| X]|]? (2)

en ayant utilisé bien siir que AT = - A.

Avec (1) et (2), on conclut que A = 0.

On a bien montré que A est apropre dans M, (R).
Ainsi A, (R) est un s.e.v apropre dans M, (R).

Remarque; en considérant plutot X' AX on peut montrer que Spe(A) c iR. Cf. chapitre
R4 pour cette méthode.
D’autre part, A, (R) est engendré par les matrices (E; j— E; ;) pour 1 < < j <n, qui forment

n(n-1)
—

La motivation de cette question est simple : on vient d’exhiber deux s.e.v. apropres de M, (R)
de méme dimension & savoir T} *(R) et A, (R). La question est alors : peut-on passer de 'un
a l'autre par une « similitude matricielle » : ce qui voudrait dire que géométriquement ce
serait « le méme s.e.v. de L(E) » écrit dans des coordonnées différentes de E.

une famille libre, donc on a aussi dim A, (R) =

Ici ce n’est bien siir pas le cas. En effet si A = PMP~! avec M T.S.S. alors la nilpotence

1 0
antisymétrique mais non nilpotente puisque A% = —I donc A? = I, la suite de ses puissances
est périodique de période 4.

N . . . -1
de M entraine celle de A. Or par exemple la matrice de rotation ci-dessus A = (O ) est

Une matrice S symétrique apropre est donc une matrice symétrique telle que Spg(.S) = {0}.
Mais comme elle est diagonalisable, elle est semblable & la matrice nulle donc en fait nulle.
Donc la seule matrice symétrique réelle apropre est la matrice nulle.

Soit V un s.e.v. apropre de M, (R). Alors S,(R) NV est formé de matrices symétriques
apropres, ce qui, par le 4) dit que S, (R) nV = {0}.
Mais alors dim (V') + dim S, (R) < dim M,,(R), et donc dimV < n(n-1)/2.
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Pour n =1, les éléments de M (K) sont des matrices 1x1 = (a) et le spectre de cette matrice
est {a} donc dire qu’elle est apropre équivaut & dire que a =0 .

Donc la seule matrice apropre est la matrice nulle et donc le seul s.e.v apropre est V = {0}
et alors C1 (V) = {0}.

a) Soit M*‘= K(M) un élément de K(V"). On veut montrer que Sp(M') c {0}.
X-KM) 0
0 xau() =Y 1= Fren (0 = (0 x.

Ainsi Sp(M) = Sp(M") u {0} et si M est apropre alors M’ = K (M) aussi.
Ainsi comme V' est un s.e.v. apropre, on en déduit que K (V') est aussi un s.e.v. apropre.

b) Par hypothese de récurrence appliquée K (V") apropre en taille n — 1 xn — 1, il existe une
colonne j € [1,n - 1] telle que C;(K (V")) = {0}.

Comme, pour cette valeur de j, on a C;(V) # {0}, il y a dans V une matrice M dont
toutes les colonnes sont nulles sauf la j-ieme, cette matrice est en particulier dans V', et
K(M) € C;(K(V')) donc K(M) = {0} donc la seule entrée non nulle de M est l'entrée
d’indice (n, j) donc M =aFE, ; avec a # 0.

Comme V est un s.e.v., on conclut que F, ; € V.

a) Par déf., o est une bijection de [1,n] dans lui-méme. On considére donc o~

et 'endomorphisme ug-1 : €; = €,-1(;)-
Alors pour tout i € [1,n], ug-1(us(e;)) = ;. Donc us-1 o u, coincide avec identité sur une
base de E, donc par linéarité :

sa réciproque

Uy-1 0 Uy = 1idpg
De méme en sens inverse :
Uy O Uy-1 = idg
Ainsi u, est inversible et (uy)™! = uy-1.
Remarque : Une autre facon plus conceptuelle de dire cela est de comprendre que ’appli-
cation u : (Sy,,0) = (GL(E),0), 0 = u, est un morphisme de groupes.

Lsiizoli
b) Par déf. pour tout i, € [1,n]?, (P,)(i,5) = { sii=0(j)

0 sinon

De méme par prop. de la représentation matricielle (P,)™* = Mat(u,') et par a) cette ma-
trice vaut aussi Mat(u,-1) = P,-1, en notant Mat la représentation matricielle dans la base
canonique.

(M1) suivant l’indication de 1’énoncé Notons B = (ey,...,e,) la base canonique de K".
Soit f 'endomorphisme canoniquement associé & M, autrement dit tel que M = Matg(f).
Lamatrice Py = [[e5(1)]B, - - - [€5(n)]5] est la matrice de passage de Ba B’ = (eq(1),- - -1 €a(n))-
Notons M’ = P,'M P, = Pg s Matg(f)Pg s, on sait par la formule de changement de base
que M’ = Matg (f).

Par ailleurs, par définition de M, et pour tout [ € [1,n] :

n
fe) =3 mpep.
k=1
En appliquant cette égalité a I'indice | = 0(7), on obtient
n
I eoti) = Xmioter
Réindexons bijectivement cette somme en posant k = o(4). Il vient
n
F o) = maty ooty
iz

Finalement, en identifiant, on a m;,j = Mg (4),0(j)> OU encore

P M Py = (Mo (iy.o())

1<i,5<n
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(M2) Par opérations sur lignes et colonnes : La multiplication & droite de M =
(C1,...,Cp) (décomposition en colonnes) par P, donne M P, = (Cy(1y, .- -, Co(n)), puisqu’en
terme d’endomorphismes associés (f o ug)(e;) = f(eq(j))--

I Loy
La multiplication a gauche d’'une matrice N =| : | par P,-1 donne P,-1.N = :

L, Lo ()
En effet en transposant (P,-1N)" = NTPT_, = N'P, et on applique le résultat précédent.
Au total P,-1 M P, se déduit de M en appliquant o sur les lignes et les colonnes, ce qui donne
bien la matrice des (74(;),0(5))-
a) Notons ¢, : M, (K) - M, (K), M~ P;'MP,.
L’application ¢, est linéaire donc V7 = ¢, (V') est un sous-espace vectoriel de M, (K) comme
image d’un s.e.v. par une application linéaire.
(Il est méme de méme dimension car ¢, est bijective).

D’autre part pour tout M € V, les matrices P, M P, et M étant semblables, elles ont les
mémes valeurs propres, donc comme M est apropre, la matrice P, M P, 'est aussi.

Ainsi V7 est bien un s.e.v. apropre de M, (K).

Soit j € [1,n], montrons que C;(V7) = {0} :

Comme C,-1(;)(V) # {0}, on peut trouver une matrice M € V ayant toutes ses colonnes
nulles sauf la colonne d’indice o1 (4).

Mais alors, avec le résultat du 9), la matrice P,-1 M P, a toutes ses colonnes nulles sauf la
colonne d’indice j, ce qu’il fallait démontrer.

b) En appliquant le résultat du 7)b) & V7 au lieu de V, on a un entier k # n tel que E,, j, € V7.
Mais alors Ey-1(n),0-1(x) € V-

Ainsi pour chaque entier j € [1,n], on fixe une permutation o telle que o(j) = n et on a alors
un entier f(j) =o' (k) tel que E; ;) € V et on a bien f(j) # j car k #n et 0" est injective.
On consideére la suite (uy) définie par ug =1 et Vk e N, ugyr = f(ug) € [1,n].

Comme cette suite est a valeurs dans un ensemble fini, on peut considérer le plus petit entier
s € N* tel que ug € {uq,...,us_1}. Ainsi ug,...,us_1 sont deux & deux distincts.

On note 7 € [0, s — 1] I'unique indice tel que u, = us.

Alors en posant j; = ur, j2 = Urs1,...,Jp = Us—1, ON & bien une famille d’éléments deux a deux
distincts dans [1,n] vérifiant la condition demandée :

Vke[lLp-1].f (k) =jwn et f(p) =i
La matrice N de I'énoncé s’écrit N = Ej, j, + Ej, j, ++-+ Ej, ;. Comme ji,...,j, sont deux
a deux distincts, a fortiori les couples (j1,52), (42,43),-- -, (Jp,J1) le sont aussi.
Donc la matrice N a exactement p entrées avec un 1 et les autres sont nulles.

I .. . .
1 sit €{j1,...,7

: | avec a; = . ERRRNY
0 sinon.

Soit X =
T,

Autrement dit, en notant (Ey, ..., E,), la base canonique des M, 1(K), X = Ej, +---+ Ej .

Par déf. on sait que E; jEy, = 6; 1 E; donc ici, Ej, ;, X = Ej, et NX = X.

La matrice N est dans V' (puisque les E; ¢(;) sont dans V' d’apres la question 10 b)).

1,2

Or V est un espace apropre donc N ne devrait pas avoir d’autre valeur propre que 0 et on
vient de montrer qu’elle admet 1 comme valeur propre, contradiction. La preuve par I’absurde
du lemme-clef est enfin achevée.

On suppose donc f donnée comme une fonction Python f qui prend en argument un entier
i dans [1,n] et renvoie £ (i) également dans [1,n] différent de i.

N.B. Les applications K et L considérées dans cette question ont V' pour espace de départ.
Par définition W = ker(L). Par théoreme du rang appliqué & L : V' — M ,_1(K),

dimV =dimker L +dimIm L = dim W + dimIm L
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Or Im(L) < M ,-1(K), donc dimIm(L) <n -1 donc
dimV <dim W + (n - 1). (3)

D’autre part si on considere Ky : W — K (W), son noyau est ker(K) nW =ker K nker L.

Mais si M €V et M € ker K nker L, alors M a ses n— 1 premieres colonnes nulles, et comme
par hypothese C,, (V) = {0}, on a alors M =0.

Ainsi ker K nker L = {0}. Mais alors ker Ky = {0} et donc Ky est injective et donc
dim K(W) = dim(W).

Avec ceci et I'égalité (3), on a bien :

dimV <dim K(W) +n-1.

L’idée est d’appliquer 'hypothese de récurrence & K (W).

En fait, comme V est apropre, W l’est aussi comme sous-espace de V', mais ensuite, par déf.

K(M) R(M)
0 a(M)

sont toutes apropres, et donc K (W) est un sous-espace apropre de M,,_1(K).

de W, les matrices M € W s’écrivent ) et donc X (arylxnm donc les K(M)

L’hypothese de récurrence s’applique donc pour dire que dim(K(W)) < (n-1)(n-2)/2 et
avec l'inégalité de la question précédente, on conclut que dim(V) < (n-1)(n-2)/2+n-1=
(n-1)n/2.

On ne suppose plus C, (V') = {0}. Mais on a le lemme-clef!! Il fallait bien qu’il serve
celui-la!

On a donc un j € [1,n] tel que C;(V') = {0}.

On considére une permutation o qui échange j et n (transposition).

Alors V7 est un sous-espace apropre de M, (K) isomorphe & V et C,,(V7) = {0}.

On peut donc appliquer le résultat du 16) & V7 et conclure que dim(V?) <n(n-1)/2.
Comme dim(V) =dim(V?), on a la conclusion.



