MP 2 Samedi 14 Octobre 2023

DEVOIR SURVEILLE 2 D’APRES CCINP PC 2013 : SOLUTIONS
1) a) On calcule les valeurs propres de A avec I’équation x4 () = det(A, —A)=0:

X1o1, 11T, o
=11 2 1Pl A 1P 0 r-1 0 |Dou2)0-1)?
11 A 11 A 0 0 A-1

ou (1) s’obtient par Cy « Cy +Cy+C5 puis factorisation du (A+2), (2) par Ly < Lo—L,
L3 « L3 — Ly et (3) par la formule du déterminant triangulaire.

Ainsi | Sp(4) = {1,-2} |

b) Soit X = (z, y, 2)7. Alors X e E41(A) < (A-1)X =0<=z+y+2=0.
Ceci montre que F; (A) est un plan vectoriel. Alors’ up=(1,0, -1)T et us = (0, 1, -1)7
dans Fq(A).

sont

D’autre part X € E_o(A) < (A+21) X =0<{-2+2y-2=0
—-r-y+2z=0
ol on a enlevé la troisieme ligne du systeme car L1 + Lo + L3 =0 donc Lg =—-L1 — Lo.

20-y-2=0 B
4:){23: y-2=0 1)

-x+2y-2z=0

Les deux équations indépendantes de (1) montre que E_o(A) est une droite vectorielle
et un vecteur de E_5(A) est ”IL3 =(1, 1, 1)Te E»(A) ‘

Comme on sait que les s.e.v. propres sont en somme directe, on sait que la famille

(u1,us,u3) est libre et comme elle est formée de trois vecteurs, c’est une base de 1'e.v
Ms 1 (K).

4 2 -1
¢) On calcule : B.uj = ( 0 ) ¢ Kuy,B-ug = ( 2 ) ¢ Kug, et : B-ug = ( 2 ) ¢ Kug,
-4 -1
donc aucun des éléments de F n’est un vecteur propre de B.
3-2 -3 -1
0 2-A 0
1 -3 1-x

o

2) a) Oncalcule de méme: xp(A) = = (A-2)? simplement en développant

par rapport a la seconde ligne.

Ainsi | Sp(B) = {2}

b) Par Pabsurde si B était diagonalisable (dz), comme 2 est sa seule v.p., B s’écrirait

2 00
B=P (O 2 O) Pt =21, or B #2I, contradiction.
0 0 2
Donc B n’est pas dz
3) a) Oncalcule E5(B) : X = (2, y, 2)T € E5(B) < (B-2[) X =0<z-3y+2=0.
Avec le calcul fait au 1) b), on en déduit que € E1(A) n Ey(B) < {; +3yy+ Zz: %
Les deux équations étant indépendantes, elles définissent une droite de M3 1 (K).
En fixant « = 1, on obtient F1(A) n E9(B) = Vect(v) ou et (v) est la
base demandée.
b) S’il y a des vecteurs propres communs & A et B, ils sont :
— ou bien dans Fj(A) n Ey(B) = Vect (v), cf. a),
— ou bien dans F_5(A) n E2(B).
Or E_5(A) = Vect(uz) comme vu a la question précédente et uz ¢ Fo(B),donc E_o(A)n
Ey(B) = {0}.
Donc les vecteurs propres communs a A et B sont les vecteurs non nuls, colinéaires a v.



-3 1 1 2 -2 2
on obtient bien la matrice C de ’énoncé.

-1 1 -1 4 -2 0
a) Pour étre crédible, on calcule AB = (—4 6 0,) et BA = (—2 0 —2). Par différence

b) On peut par exemple remarque que les deux lignes L; et L3 de C sont identiques et que

L> n’est pas proportionnelle & Lq, donc ’rg(C) =rg(L1, Lo, L3) = 2. ‘

a) Avec les notations de I’énoncé notons Ae = Ae et Be = pe.
[A,Ble=ABe— BAe = Aue — BXe = Ape — Ape = 0.
Donc e € ker([ A, B]).
b) On vient de montrer que si A et B ont un vecteur propre commun, alors ker([ A, B]) # {0}

ce qui veut dire que |rg([A, B]) < n.

a) On sait que la multiplication matricielle est bilinéaire donc ici linéaire a droite et ¢ est
linéaire. Reste & montrer que E(A) est stable par .

Or soit X € E5(A). D’apres la propriété H, on sait que X € ker([A, B]) = ker(A-B-B-A).
Donc: (A-B-B-A)-X =0, donc

ABX =BAX (1)

Comme par déf. ¢»(X) = BX, on a donc :

A-¢p(X) = BAX par (1)
= B(A\-X) carX eE\(A)
= ABX
- A(X)

ce qui permet d’en déduire que : Y(X) € Ey(A).

7) Si E est un C-e.v. de dimension 1 alors tous les endomorphismes de E sont des homothéties.

8)

Donc tout vecteur non nul de F est vecteur propre commun a ¢ et .

a) Comme A et B ne vérifient pas la propriété H, on sait que E)(A) n’est pas inclus dans
ker C. Donc on a un vecteur u € Ey(A) tel que Cu # 0, ce qui est exactement la propriété
demandée.

b) Comme rg(C) =1 et que Cu # 0, on sait que Im(C') = Vect(Cu).
Il suffit donc de montrer que Cu € Imy(A4) =Im(A - \I).
Or Cu=ABu—- BAu= ABu—- BAu=(A-A)Bu donc Cu € Im(A - AI).
Ainsi | Im C = Veet(Cu) < Im(A - A) = Tmy (4)

¢) La question précédente prouve que : ’ dim (Im(A-X-1,)) >dimImC =1 ‘

D’autre part : dim (Ey(A)) = dim (ker (A-A-1I,)) > 1, puisque A est valeur propre de
A, et le théoréme du rang montre alors que :’ dim (Imy(A)) <n-1 ‘

d) Par linéarité de la multiplication, il suffit de montrer que Imy (A) est stable par ¢ et .

e Comme A—-AI commute & A, on sait que Imy(A) = Im(A—-AI) est stable par 'action
de A i.e. par .

e Soit Y eImy(A) Onaun X e #,1( K), telque Y =(A-X-1,) X.
On constate alors que : B.(A-\1,) X - (A-\.I,)-B-X =-C.X, et donc :

W(Y)=B-(A-A-1,)X=(A-A-1,)-B-X -C-X eIm,(A)

car : (A-A.1I,) - B.X eImy(A), et : C.X eIm)(A), d’apres la question b).
Donc 9 laisse également stable Imy (A).



9)

10)

11)

12)

e) Par le d) ¢ et ¢ sont des endomorphismes du C-espace vectoriel Imy(A) et par le ¢)
1<dimImy(A4)<n-1
Enfin si Y e Im([p,%]), on a un X €1lmy(A4) tel que :
Y = pot(X) —pop(X) = A.B.X - B.AX = [A, B].X
Donc Y e Im([A, B]) et Im([p,¥]) c Im([A, B]) = Im(C), avec : rg(C) = 1, donc

rg([¢,9]) <

L’hypotheése de récurrence Py pour k € [1,n — 1] s’applique donc & ¢ et 1 et donc il
existe un vecteur propre commun dans Imy(A) ) & ¢ et 1.
Ce vecteur X vérifie alors : 3(a, 8) e K2, p(X) = A X =a.X, et : (X)) =B.X =5.X, et
X est aussi vecteur propre commun a A et B.
Attention, il faut terminer proprement la récurrence.
La propriété &?; est vérifiée.
De plus, si on suppose & vraie pour : 1 <k <n-1, et si A et B sont deux matrices de
M, (C) (ou deux endomorphismes d’un C-espace vectoriel de dimension n ), alors :
e si A et B vérifient la propriété 7, elles ont un vecteur propre en commun par la question
6) b)
e si A et B ne vérifient pas la propriété J2, elles ont aussi un vecteur propre en commun
par 8)e).
ce qui montre que &, est vraie et ce qui termine la récurrence.

a) C’est immédiat en réindexant :

g(P) Xgn];)ak ];)a X2n b ZG/Q’I’L -Jj a

avec : k=2n—j.
Culture : g(P) s’appelle le < polyndéme aux inverses » de P.

b) Par I’écriture obtenue au a) g est 'application linéaire de K[X] qui envoie le vecteur
Xk sur le vecteur X?"7%. Or si k € [0,2n] alors 2n — k € [0,2n] donc E est bien stable
par g, donc g est un endomorphisme de E.

a) Si P est vecteur propre de g, alors : IX e C, A Z Soai X = Z?fo agn_ij.

De plus, P étant non nul, il existe k tel que : ax # 0, et donc : ar = Aagp,_k, et : asp_g # 0.
Or 'un des deux indices ( k ou (2.n-k) ) est plus grand que n, et P comporte un terme
d’exposant plus grand que n.

Finalement : deg(P) > n.

b) Avec la formule du 10 a), on a bien g (X™) = X", et X™ est vecteur propre de g associé
2n

a la valeur propre 1 . Plus généralement, P = Z ap X" e By (X) si et seulement si pour
k=0

tout k € [0,n], ax = agn_k.
Culture : De tels polynomes sont dits « symétriques ». La recherche de leur racine se
ramene & un polynoéme de degré moitié... ce qui est assez pratique.

a) Montrons par récurrence que pour tout i > 1, ker f* = C;_1[X] I'.e.v. des polynomes de
degré au plus ¢ — 1.
- ker(f) = Co[X], puisque : VP e E, (f(P) =0) < (P’ =0) « (P € Co[X]).
-sipour:1<i<2n-1,0na :ker(fi) = Ci_1[X], alors :

VP eE, (f1(P)=0) = (f'(f(P)) =0) < (f(P) € Ciu[X]) = (P' € Ciy[X]) = (P e G[X]).



b) Avec le a), on sait que ker f>"*! = E autrement dit que f?"*! =0 donc f (et tous les f?)
est nilpotent donc la seule v.p. possible de f (et des f*) est zéro (par exemple parce que
les v.p. sont racine du polynéome annulateur X2"*1). Et 0 est bien valeur propre car f

n’est pas injectif puisque nilpotent.

Donc pour tout 4, | Sp(f*) = {0} |

¢) D’un coté les vecteurs propres de f? sont les polynémes de degré au plus i — 1 par 12)

a).

De l'autre coté les vecteurs propres de g tous de degré supérieur ou égal & n par 11 a).

Avec ces deux remarque, on sait que pour que f* et g aient un vecteur propre en commun,

il est nécessaire que : 4 >n + 1.,

Réciproquement, si i >n + 1, alors X™ est vecteur propre commun & f° et a g.

13) On commence par calculer les images des vecteurs de la base %, par f et g et :

01 0 . 0 0 01
0 2 . : 0
A, =] : -~ 0 et B, = O .
o 2n )
0 o 0 1 0 0
14) a)
010 00 2
A=l 0 0 2 A3=1 0 0 0 |,et: A} =0s.
00 0 00 0
0 1 0 2 0 0
b) On calcule [A1,Bi]=| 2 0 -2 | et:[A},Bi]=[ 0 0 0 |
0 -1 0 00 -2

[yOﬁ.Tg({Al,E%J) :2,rg({A%,£ﬁ])::2

c¢) On constate que : rg ([A1, B1]) < 3, (donc la condition nécessaire de la question 5) b) est
vérifiée) et pourtant A; et By n’ont pas de vecteur propre en commun (vu la question

12) ¢)).

De méme : rg ([A%,Bl]) > 1, (donc la condition suffisante de la question 9) n’est pas

vérifiée) et pourtant A? et B; ont un vecteur propre en commun (vu le 12) c)).

15) Bien sir, il suffit de montrer que
ker([A%, B c () ker([4*,B]
(k,De[1,n-1]2 (K,1)eN?

car I’autre inclusion est évidente.
Soit @ € N(k,1ye[1,n-172 ker([A*, B']) et (r,s) € N? quelconques.
Alors pour tout (k,1) € [0,n-1]%, A¥B! - B'A*z = 0 donc

A¥Bly = B! A¥ 2

(1)

Comme deg s <n et degup < n (Cayley-Hamilton), on sait que A" € Vect([, 4,..., A"1)

et B® e Vect(I,B,...,B"™1).

n-1 n-1
On note A" = Z apAF et B® = Z ﬁlBl.
k=0 1=0

Alors A"B®x = Z apBAFBly = Z arBB' A¥x par (1) et donc

(k,1)e[0,n—1]2 (k,1)e[0,n-1]2
A"B°zx =B°A"x

Donc x € ker[ A", B®] et ceci pour tout (r,s) d’ou I'inclusion demandée.



16)

17)

a) Soit y € Ny, on Décrit y = > apBAFBlz.
(k,l)e[0,n]?
Alors d’une part Ay = > B AF L Ble € N, done N, est stable par A.
(k,l)e[0,n]?

D’autre part By = Z aiBB.A*B'z mais comme x ¢ NV A¥Blz = B' Az, donc
(k,l)e[0,n]?
B.A*Blz = B AFg = ARBI+1y,
Finalement
By= Y afA'BYaeN, (2)
(k,l)e[0,n]?
donc N, est stable par B.
b) Soit y € M, qu’on note encore :y = Z akBlAkBla:.

(k,1)e[0,n]?
On calcule comme précédemment (avec les mémes justifications) :
ABy=4 > arB A Bz par (2) donc
(k,D)e[0,n]?

ABy= Y A By (3)
(k,l)e[0,n]?

D’autre part : BAy =B Z B A* I Bl et ensuite comme pour la preuve de (2)
(k,D)e[0,n]?
on utilise la commutation de B avec A**!B'z pour conclure qu’on a aussi :

BAy — Z ak'/BlAk+1Bl+1m (4)
(k,1)e[0,n]?

En comparant (3) et (4) on a bien ABy = BAy.

Pour conclure : y = Ay et y » By sont deux endomorphismes de N, qui commutent

donc admettent un vecteur propre commun dans N,.
Remarque : N, est le plus petit sous-espace stable par A et B contenant z sur lequel A et
B commutent. A I'inverse N est le plus grand sous-espace stable par A et B sur lequel A et
B commutent.
Le produit de deux matrices n x n se fait avec une triple boucle et est de complexité O(n?).
Donc le calcul d'un crochet [A, B] = AB— BA est aussi en O(n?) car le calcul de la différence
est en O(n?)
Mais pour le calcul des [Ak, Bl] on doit en plus calculer les puissances des matrices A et B
ce qui augmente la complexité mais si on utilise un algorithme d’exponentiation rapide le
nombre de multiplications dans le calcul de A* est de 1'ordre de log, (k) donc la complexité
pour [A* B'] avec k < n et [ <n serait en O(n®In(n)). Si on ne connait pas 'exponentiation
rapide, on tombe déja sur un O(n*)K
Ici pour calculer la matrice L on doit faire (n—1)? calcul de crochets Donc la complexité du
calcul de L est en O(n°1In(n)) ou O(n) (c’est beaucoup)!
La raison d’étre de la matrice L de ’énoncé est que le noyau de la matrice L est ’ensemble
des vecteurs X € M, 1(C) tel que ¥ (k,1) € [1,n-1]?, [A¥, B']1X =0, autrement dit :

ker(L) =N

La condition N # {0} du théoréme équivaut donc a rg(AN') < n par théoréme du rang.

Or, on sait qu’il existe un algorithme de calcul du rang d’une matrice, qui consiste a échelonner
cette matrice. . Si la matrice est de taille m x n, (en négligeant le colit du reordonnement par
rapport au cout des opération de transvection L; « L; + aL;) on va :

— Pour chaque opération de type L; « L; + «L; on a une complexité O(n).
— On va retrancher la ligne 1 & toutes les autres, ce qui va donc couter O(m x n).
— On va ensuite recommencer en retrancher Lo aux suivantes, avec encore un O(m x n).



— Ainsi de suite, pour un total en O(m? x n).

Pour notre matrice L qui a m = (n—1)? x n ligne, cela fait une complexité énorme encore en

O(n").



