Planche d’exercices Al

Banque CCINP : Ex 59 sauf le 3), 60, 62 (sauf 2.a), 64, 65 (sauf le 3), 71

E.v. familles libres, génératrices, bases, supplémentaires, dimension

Exercice 1. Soit E l'ensemble des fonctions continues sur [-1,1] dont les restrictions & [-1,0] et [0,1]
sont affines.
Montrer que F est un R-e.v. et en donner une base.

Exercice 2. Soit f € R[X] de degré d. Montrer (sans « calcul ») que la suite (u,) = (f(n))nen est une
suite récurrente linéaire d’ordre au plus d + 1.

Exercice 3. Soit ne N.
a) Montrer que la famille des fonctions fi : 2~ sin(z”) pour k € N est libre dans F(R,R).
b) Montrer le méme résultat pour la famille des fonctions g : « + cos(z®) pour k e N.

Exercice 4 (Le lemme d’évitement des s.e.v. stricts). Soit E un R-e.v. de dimension finie n quelconque,
Fi,...,F, des s.e.v. stricts de E. Le but de cette question est de montrer qu’il existe un vecteur = € E tel
que x ¢ Uj_, F;.
Pour cela, on raisonne par l’absurde en supposant que E = U;_; F;.
1
A

On fixe une base B de E et pour chaque A € R, note zy le vecteur de coordonnées | A? | dans B.

=
a) Montrer qu’alors il existe un sous-espace Fj;, qui contient n vecteurs zy,,...,Z», pour n valeurs
A1, ..., Ap distinctes dans R.

b) Conclure a la contradiction

Exercice 5 (Existence d’un supplémentaire commun & une famille de s.e.v.). Soient Fi, F,..., F} des
s.e.v. qui sont tous de méme dimension, dans un e.v. F de dim. finie, sur un corps K infini.

On considére G Pensemble des s.e.v. G de E tels que Gn F; = {0} pour tout ¢ € [1,k].

Soit Go € G de dimension maximale. Montrer que Gy est un supplémentaire de chacun de s.e.v. F;
dans E.

Exercice 6 (Codimension). Oral Centrale 1, Q1, 2022 : Soit £ un K-e.v. de dimension infinie et ' un
s.e.v. de E tel qu’il existe un supplémentaire G de F' de dimension d.

Montrer que pour tout G’ s.e.v. de E tel que F&@ G =F &G’ = E on a dimG =dimG".

Cette valeur commune de la dimension de tous les supplémentaires de F' s’appelle codimension de F'.
Indication (non donnée & l’oral) : on pourra considérer le projecteur 7w sur G parallelement & F.

Exercice 7 (Schémas d’approximation d’une dérivée par une différence finie). Soit u € C* (R, R).
Déterminer les valeurs des réels a, b, c,d pour que tout x € R,

au(x - 2h) + bu(z - h)}:—scu(x +h) +du(z +2h) —u® (2) + O(R?)
h—0

Applications linéaires

Exercice 8. Soient f; et fo deux projecteurs d’un e.v. E quelconque, tels que fi o fa =0 et faoo f1 =0.
a) Montrer que f = f1 + f2 est un projecteur.
b) Montrer que Im(f1 + f2) =Im(f1) ® Im(f2).
¢) Montrer que ker(f1 + f2) = ker(f1) nker(f2)

Remarque : toute ceci se généralise avec une somme de davantage de projecteurs...

Exercice 9. Soit £ un e.v. de dim. p et F un e.v. de dim. n. Soit f € L(E,F) et g e L(F,E) tels que fog
soit un projecteur de rang p.

Montrer que go f =idg.
N.B. L’exercice est le plus souvent donné sous la forme matricielle suivante : A € M, »(K) et B € M, ,(K)
sont telles que AB est la matrice d’un projecteur de rang p (parfois donné trés concréetement). Montrer
que BA=1,.

(On supposera que K est un sous-corps de C comme le veut le programme...)
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Exercice 10. Soit E de dim. finie et f ¢ L(E). Montrer que si ker f admet un s.e.v supplémentaire qui
est stable par f, alors c’est Im(f).

Exercice 11. Soit E un K-e.v. de dim finie et F' et G deux s.e.v. de E. Donner une C.N.S pour qu’il
existe f € L(F) tel que ker(f) = F et Im(f) =G.

Exercice 12.
Soit f € L(E) ou E est un K-e.v. de dim. finie.
Montrer E = ker f @ Im f si, et seulement si, fjim, s est un automorphisme.

Exercice 13 (Incontournable : La suite des dimension des images diminue de moins en moins vite). Soit
E un K-e.v. de dim. finie et f ¢ Z(FE).

En considérant pour chaque p € N, fiimr @ Im f? - Im fP*1, montrer que la suite des dim(Im f7) -
dim(Im fP*!') est décroissante.

Calcul matriciel

Exercice 14. Soit D = diag(A1,...,An) avec A1,..., A, deux a deux distincts.
Déterminer I’ensemble des matrices A € M, (K) qui commutent avec D.

Exercice 15 (Commutant d’une matrice TS). Soit T € T'S,(K) et C = {M € T'S,(K), TM = MT}.
Montrer que dim(C') > n.
Indication — Considérer M — TM - MT.

Exercice 16 (Matrice de la multiplication & gauche par A). a) Soit A = (Zl’l 31’2) € M2 (K).
2,1 @22

Soit Ly : M2(K) - M2(K), M — AM Dapplication « multiplication & gauche par A ».

On ordonne la base canonique de M»(K) sous la forme B = (F1,1, F2,1, F1,2, F2.2).

Expliciter Matg(L4).

b) Généraliser pour A € M, (K). En déduire notamment le rg(L ) en fonction du rang de A.

Exercice 17 (Incontournable H.P. mais & connaitre!). Soit A € M,(C) telle que Vi € [1,n], |aiq| >

n

E |ai,k

k+i,k=1
Indication — On pourra raisonner par l’absurde et considérer un X € ker A \ {0}.

. Montrer que A est inversible. (On dit que A est & diagonale strictement dominante).

Exercice 18 (Mines MP 2021 : un endomorphisme de M>(R)). Soit f ¢ Z(M2(R)) telle que :

(1) pour toute matrice nilpotente N, f(N) =0,

(2) Tr(f(I2)) = 0.
Montrer que fo f = 0. Indication — Ecrire f dans une base de M2(R) dont trois éléments sont des matrices
nilpotentes.

Indication — Que dire de la dim. de s.e.v. de M2(R) engendré par les matrices nilpotentes? N.B. en
généralisant ce résultat dans M, (R) l'exercice se généralise & M, (R).

Blocs
Exercice 19 (Opérations par blocs). Soit (A4, B) € M, (K)?.

Montrer que det (A =det(A + B).det(A - B).

B
B A
Exercice 20. Soit A € M,,(K). Déterminer le déterminant des matrices par blocs suivantes, en fonction

de det A :
A -4 24 34
Ml:(A A) et MQ:( A 2A)

Révisions sur les déterminants

b+c a+c a+b
Exercice 21. Soient (a,b,c) € K3. Calculer [b>+¢? a?+c* o +b2.
b b
B+ed B +E B +b?

Exercice 22 (Signature). Au jeu du taquin, on dispose d’un carré de 3x 3 cases dont une case est vide. On
peut a chaque coup faire pivoter les cases grace a la case vide. On part de la configuration « bien rangée » a
gauche, peut-on arriver a la configuration a droite :
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11213 21| m
Au départ :| 4| 5| 6 |Alarrivée? | 8 [ 3| 7
718 |m 61415

Indication — En donnant le numéro 9 a la case M, chaque mouvement du jeu est une transposition entre une case et 9. Donc tout mouvement du

jeu est une composée de transpositions de la forme (91).

Exercice 23. Soit F un K-e.v. et (u;)1<i<n une famille libre de E et (a;)1<icn une famille de scalaires.
On pose s = a1u1 + Qauz + -+ + QpUnp,.
Donner une C.N.S. sur la famille (aa,...,ay,) pour que la famille (u; + s)1<; <n soit libre.

Indication — On pourra utiliser le développement du déterminant par multilinéarité.

Exercice 24. Soit aeCet A= (amax(i,j))(i,j)s[lﬂLJQ. Calculer det(A).

1 sili-jl<1,

Exercice 25. Soit A, € M, (R) telle que A(%,5) = { .
0 sinon

a) Calculer det(A,).

b) Pour quelles valeurs de n la matrice A, est-elle inversible ?

Exercice 26. Soient (a,z,y,z) € R*. Lorsque n > 2 calculer le déterminant de taille n suivant : A =

a r T ... T
y z 0 0
y 0 =z e
y 0 O -0
y 0 0 =z

Exercice 27. Soient (a,b) e R?, n e N* et :

x (z - b) e (z - b)
_|@=a) - s
Du=1"" . (z—b)|
(z-a) o (z-a) x
a) Montrer que D, (z) est un polynéme en x de degré inférieur ou égal a 1.
b) Calculer D, (a) et D, (b), et en déduire le calcul de D, (z) si a # b.
¢) Quid du cas a=b7




