DM 2 : polynémes d’endomorphismes, calcul
itératifs d’opérateurs de dérivations, applications

Pour le lundi 02 octobre 2023

1) Polynéme en un endomorphisme :

Question de cours : Soit £ un K-e.v. et L € Z(FE) un endomorphisme de E.
Démontrer que lapplication ey, : K[X] - Z(E), P — P(L) est un morphisme de K-algébres.

2) Application au calcul itératif des dérivées

Soit F=C>®(R,C) et soit D : E » E, f+ f' Popérateur ' de dérivation.

Soient a1, ..., a, des nombres réels.

Justifier que pour toute fonction f € E¥ pour calculer g = f(") + a1 f("’l) + - +anf avec a, # 0, on peut
procéder comme suit :

e on définit le polynéme Q(X) = X" +a1 X" ' + - + an, de sorte que g = Q(D)(f).

e On considere son écriture scindée dans C, qu’on écrit Q(X) = (X + p1) ... (X + un) avec pi,. .., tin
dans C non nécessairement distincts,

e on pose fo=f, f1=fo+p1fo, et & chaque étape fir = fr_q + ik fro-1 Jusqu’'a fn = fr1 + fin fr-1.

Alors : g = f, (justifier).

3) Une premiére application aux zéros

Soit I un intervalle et f € C™(I,R) ayant au moins (n + 1) zéros dans I. Soit (a1,...,a,) € R™ tels que
le polynéme P(X)= X"+ a1 X" ! + -+ a, a toutes ses racines réelles.
Montrer qu’il existe un ¢ € I tel que f(")(C) + alf("fl)(g) ++anf(¢) =0.

Indication — On pourra utiliser la relation suivante, vue pour les E.D. : f'+ uf = (fe*?) e .

4) Une application a des familles de polynémes scindés dans R[X ]
a) Montrer que si P € R[X] est scindé & racines simples dans R[X] alors P’ est scindé & racines simples
dans R[X].
b) Montrer que si P € R[X] est scindé dans R[X] alors P’ est aussi scindé dans R.
Indication — Contrairement au a), il ne suffit pas de compter les racines, mais aussi tenir compte des
multiplicités. Le a) était de l’analyse, ici I’algebre intervient.

¢) Montrer encore mieux que si P € R[X] est scindé dans R, alors pour tout A € R, le polynéme
Q = P’ — \P est aussi scindé dans R.

d) Soient P et Q dans R[X] tous les deux scindés dans R[X]. On écrit Q(X) = > ar X" avec an % 0.
k=0

Montrer que le polynéme R défini par R = z akP(k) est aussi scindé dans R ot P désigne la
k=0
dérivée k-ieme de P.

5) Un point de vue plus conceptuel sur la solution du 3) et le théoréme sur les E.D.L.
a coefficients constants de degrés quelconques :

Soit K =R ou K =C. Dans E =C*(I,K), pour tout u € K, notons m,, : E - E, f ~ e*? f 'opérateur
de multiplication par la fonction e*” : x > e"”.

a) Justifier qu’on a la relation dans Z(E) :

D+pid)=m;'oDom,.
(D+p " "

C’est cette relation de conjugaison entre les opérateurs D et D+ pid qui permet de < transporter > les
propriétés de la dérivation a cette opérateur D + pid plus compliqué.

b) Déduire du a) que si p € K, et r e N*, ker ((D - pid)") = e"°K,_1[z].

1. Le mot opérateur est d’emploi fréquent pour désigner des A.L. surtout dans les espaces de fonctions.



c¢) Le théoréme de décomposition des noyaux suivant sera dans le cours du chapitre R2 :

Si Pi,..., P, dans K[X] sont deuz & deuz premiers entre euz, et E est un K-e.v. quelconque, et
L e £(E) alors en notant P le produit P; ... P., on a :

ker(P(L)) = G:}lker(Pi(L)).

Travail a faire : on admet ici la démonstration de ce théoréme pour r = 2 (cf. cours). En déduire
la démonstration pour r quelconque.

d) Soit (&) : any(") + an,ly("_l) +-+a1y’ +apy = 0 une E.D. lindaire d’ordre n & coefficients constants
(an,...,a0) € C™! avec a, # 0.
On note S = {y e D"(R,C), any ™ +an 1y +-+a1y'+aoy = 0} Pensembles des fonctions de R dans
C solutions de (£). On associe a 'E.D. £ le polynéme défini par P(X) = An X" +an-1 X" 1+ ta; X +ag
qu’on appellera ici polynéme caractéristique de £.
En remarquant qu’alors S = ker P(D), déduire de ce qui précede le :

d
Théoréme — si on écrit P de maniére scindée dans C, P = H(X —ag)™ avec ai,...,aq deux &
k=1
deux distinctes, alors l’ensemble S de solutions de £ est l’ensemble des fonctions y de la forme :
d
y(t) =D ar (t)e™ " o qi est un polynéme quelconque de degré inférieur ou égal & my — 1.
k=1

e) Pour bien comprendre ce résultat : (i) traduisez le pour retrouver le théoréme de lére année sur les
solutions complexes de E.D.L. d’ordre 2 & A # 0 et (ii) décrire 'ensemble des solutions de 1’équation
y (@) -7y (2) + 11y (2) - 5y () = 0.

6) Un probléme de limite pour des P(D)(f) :

6.1. A 'ordre un :
Soit o > 0 et soit f € C'(R,R) telle que lim f'(z)+af(x) = 0 € R. On veut montrer qu’alors f(z) — 0
xr—+oo T —+oo

a) En posant ¢ = f' + af exprimer f en fonction de ¢ via la Méthode de Variation de la Constante et
d’une intégrale.

b) Ensuite montrer que le terme intégral tend vers zéro.
Indication — prendre un € et méthode Cesaro (pour les 5/2 vous avez un théoreme ...)

c) Généralisation : on suppose maintenant qu’on a les mémes hypothéses mais que

Eer f(x)+af(z)=LeR.

Que conclure sur limg400 f(2)?

6.2. Cas général :
Soit f e C"(R,K) et ai,...,an € K avec a, # 0 tels que que

F™ra O pva,f — LK.
+oo

On suppose que toutes les racines complexes de Q(X) = X™ + a1 X™ ! + - + an, sont de partie réelle
strictement négative. Montrer que f — {/a, et que pour tout k € [1,n], f(k) — 0.
+oo +oo

6.3. Excursion sur I’hypothése du 6.2. :

On peut se demander comment < voir » sur les coefficients d’un polynéme réel que celui-ci a toutes ses
racines complexes & partie réelle strictement négative.

a) Démontrer qu’une condition nécessaire est que tous les coefficients du polynémes soient strictement
positifs.

b) Cette condition n’est pas suffisante. On va donner une C.N.S. dans le cas particulier des polynémes
a coefficients réels de degré 3.

Soit P = X% +aX?+bX +ceR[X].

(i) On écrit P = (X +a).(X? + BX +~) avec a, 3,7 dans R.

Montrer que P a toutes ses racines de partie réelle strictement négative si, et seulement si, a > 0,3 >
0,vy>0

(ii) En déduire que P a toutes ses racines de partie réelle strictement négative si, et seulement si,

a>0,b>0,¢>0,ab-c>0.



