DM 1 : solutions

Partie I :

1) a) On constate d’abord, par une récurrence évidente, que tous les u,, sont positifs ou nuls.
Ensuite
Vn2l, Upel—Up=apln_1 20

La suite (u,,) est donc croissante partir du rang 1.
b) Par définition, pour tout n € N*|

Up+1 = Up + Apln-1 < Up (1+an)a (1)

I'inégalité étant donnée par la prop. de croissance du a).
Or pour tout z € R, 1 +x < e” par convexité de ’exponentielle.

Donc
Up (1+ap) < upe™ (2)

car u, = 0.
Avec (1) et (2) on a bien montré que pour tout n > 2,

Ups1 < Upe™™.

c¢) Le b) donne, par récurrence :
n-1
Vn 23, u, < uexp Z ag

k=1

Si ¥ a, converge, comme les a,, sont positifs, il vient :
+o00

Vn>3, u, $uzexp(2ak).

k=1

La suite (un),,5, est croissante et majorée par une constante, donc convergente.
d) On suppose u; > 0. La croissance de (u,),,,, donne :
Unp+1 — Up Unp4+1 — Up

Vn €Ny, 0<ay, = <
Un-1 uy

Si la suite (u,) est convergente, il en est de méme pour la série Y (up+1 —uy). Par
comparaison de séries termes positifs, Y. a,, converge.

2) a) On montre par récurrence double la propriété
H(n) : |up| <oy

pour tout n € N.
e Pour n=0et n=1,il y a égalité par définition donc H(0) et H(1) sont vraies.
e Soit n > 1 tel que H(n—1) et H(n) soient vraies. Alors

|un+1| = |un + anun—1| < |un| + |an| |un—1| SUp + |an| Un-1 = Un+1-

Donc H(n+ 1) est vraie.
La récurrence est établie.
b) Par définition, w,+1 — Uy = apt,—1 donc

[tn+1 = Un| < |an]-[un-1] (3)



Comme )" |ay| converge, on sait par le 1) c) appliqué & (v,), que (v,) converge. En
particulier il existe un M > 0 tel que Vn e N, |u,| < M.
Par I'inégalité du a), on en déduit que :

VneN, [u,| < M (4)

Avec (3) dans (7), on a :
VneN" |upy1 — uy| < Mlay| (5)

Comme )’ |a,| converge, par théoréme de comparaison pour les S.T.P., on déduit de (5)
que Z [tns1 — uyn| converge.

c) Comme Z|un+1 - u,| converge, on sait que Z(un+1 - u,) converge, et par le lien
suite/série (sommes télescopiques), la suite (u,) converge.

3) a) Comme a, ~ 1/n? on sait, par théoréme de comparaison pour les S.T.P., comparaison

n—+oo

a 'exemple de Riemann, que Zan CV.
Par 1) ¢), on en déduit que (u,) converge.
b) Par définition, un41 — Up = Aptpn-1, €t comme £ #0, u,—y ~ £ donc ici :

n—+
Y4 Y4
Un+1 — Un n_)’:_oo ﬁ n_:;_oo 7n(n N 1) (6)
Par le lien suite-série : .
b—uy = Z (uk+1 - Uk) (7)
k=n

et ﬁ est de signe constant, donc avec (6) et (7) par le théoréme de sommation des

relations de comparaison :

+o00o 1 +o00o 1 1 e
g oS — =S (o )= &
“ ,;Lk(lﬁl) ,;L(k k+1) n

¢) On a toujours (7) avec maintenant w, 1 — Uy = Gptp—1 = 0 (ay) = of ). D’apres le

b
n(n+1)
théoreme de sommation des relations de comparaison, qui s’applique avec (1/(n(n +1))) a

termes positifs :
(+w 1 )
{—up=o0 —_—
Z k)

on conclut donc que :

1
un=_ 0 (=)

Partie II :

4) e Initialisation pour n =0 : Le fait Py = ag et Qo = 1 conviennent est évident avec Ry = ag.

Pour n =1 : avec la définition de P_; et Q_; qui sert ce que la formule de récurrence soit

brag +
valable dés n = 1, on a P; = bjag +a; et Q1 = by donc Pi/Q = Jidorar ag + “u donc

by by
P1/Q1 = Ry.
e Hypothese de récurrence pour un n > 1 : on suppose que (1) est vraie pour toute suite (ag),
(by) pour toutes les réduites jusqu’a l'ordre n compris.
On fixe une suite (ay) et une suite (by).
On veut montrer qu’on a la formule (1) pour P41 et Q1.
On peut alors voir R,,;1 comme une réduite d’ordre n de la fraction ot le dernier dénominateur

An+1
est b, +

n+1



Pl

On a donc R, 41 = Q—’,‘ avec suivant 'H.R. valable pour les réduites d’ordre n (appliquée &
n
a
cette suite (ag) et & (b1,...,bp-1,bn + "+1) .
n+1

Pl = (b, + ‘;”—*ll)Pn,1 +ay Py o,
n+

An+1

V4 n+

n- (bn + b )Qn—l +anQn-2-
n+1

Cette relation se réécrit :
o (*)
bn+1Qn = bn+1(ann—1 + anQn—Z) + an+1Qn—17

Et par 'H.R. pour la suite (ax) et (bg), on sait que les parentheses (b, P,—1 + a, P,—2) dans
Pexpression précédente égalent P, (resp. (b,Qn-1+ anQn-2) = Qn), ce qui dans () donne :

{bn+1P7,L = bni1 (ann—l + anPn—Z) + apt1 Pr-1,

bn+1P7,l = bn+1Pn + an+1Pn—17
(%)

bn+1Q;1 = bn+1Qn + an+1Qn—la

Pn+1
QnJrl

est exactement la formule (1) & Pordre n + 1. O

donc si on pose Ppi1 = by P), et de méme Qpi1 = bpi1@),, on a bien R,iq =

et (**)

Avec la relation (T) de la question précédente, pour tout n > 1 :

PnQn—l - Pn—lQn = (ann—l + anPnﬁQ)Qn—l - Pn—l(ann—l + anQn—2)a
_an(Pn—lQn—2 - Pn—2Qn—1)7

et donc par récurrence immédiate :
Pnanl - Pnlen = (—1)”an N al(P()Q,l - PleO) = (—1)"_1an ...an

On en déduit alors :

Rn _ Rn—l _ & Pn—l _ PnQn—l _Pn—lQn _ (_1)n—1a1a2 ceQp

Qn - Qn—l QnQn—l QnQn—l

no(-1 k*la
. . N . . ‘2 102 ...0k
Par somme télescopique a partir de la question précédente, R, = Rg + Z (=) ,
k=1 Qka—l
avec Ry = ag, on a la conclusion.
On calcule les dénominateurs @, au sens de la question 4), pour la fraction continue définie
par :

ag
a1bo
by —
azby
a) + bl -
azbs
as + b3 — ...
. . . . oy
Il faut faire attention au changement de notation et comprendre qu’ici R,, = cig+ a3
/81 + ﬁ Qasg

2t o ey
B3 +
+ B:

avec ag =0, a1 = ag, B1 = bg, et pour n > 2, as = —a,_1b,_2 €t Bp =an_1 +bp_1.
On a donc Qg =1, et Q1 =1.Qp = bo.

Ensuite Q2 = (a1 + b1)Q1 — a1boQo = (a1 + b1)bo — a1by = brbo.

On montre par récurrence que pour tout n > 1, Q, =boby ...b,_1.



10)

11)

12)

Alors pour tout n > 2, on a

n-1
(—1) A1 ...0p, _ apayq ... an,lbo N bn,g _ apay ...0np-1

QnQnt "~ by...bp1bg... by bo... b1

agay - - . Gy

Vue I’hypothese faite sur la série de terme général %, en utilisant le résultat de
0---bn-1

la question précédente, on en déduit que la fraction continue est convergente de valeur la

somme de cette série.

On pose ag = 1,a, = -1 pour k> 1,b, =k + 2 alors :

Rapay...a, T (-1)"

2, boby .. .bn 2, (n+2)!

n=0 n=0
Or + + + +2 +
o _1 n e <] _1 n e 5] _1 n +o00o _1 n e <] _1 n
ST LU ST G S C) i S el S CD
n=0 n! n=2 n' n=2 ’I’L' n=0 (n+ 2)' n=0 (n+ 2)'
Ainsi, on a bien :
1 Rapay...ay
(&
Zt boby .. by,

Alors ap + by, =k +1 et —apbyp_1 = k+1 La formule donnée en résulte immédiatement avec la
question précédente.

On pose ag =1,byg =1 et pour tout k> 1, , ar =1 -2k, by =2k + 1. Alors :
X apar .. .an _ 1+J§° 1.(-1)(-3)(-5)...(1 -2n) _ 1++Z°:° (- T
=0 boby ... by, = 3-5-(2n+1) S2n+l 4

On applique donc encore le résultat du 7), avec cette fois ay + by, = 2 et —agbr_; = (2k—1)2 et
on a la formule demandée appelée formule de Brouncker.

C’est une application directe de la propriété admise 2 avec ¢, = 1/n, puisque ﬁ =
Cn-Cn+1
O(1/n?) est alors bien un terme général de série convergente.

1 2k
En osant up = —— E on a :
P P RTwk+ 1) \2) O

e U = (k + 1)(i+ k+1) (;)2

ainsi w41 /uk e 0 et d’apres le test de d’Alembert Zuk converge.
—+00
Suivant I’énoncé, on suppose connue 1’égalité :
r(1/2) =7 (%)

Par définition,

Or, sachant que pour tout v >0, I'(v + 1) = vI'(v), il est facile de déduire de (*) une valeur
explicite des I'(v + k + 1). Précisément :

r5ke1)=(5o0)r(5+0) = (5+8) (5+h-1)r(5+k-1) =

:(%Hﬂ)(%”{—l)..éf(%):2k1+1(2k+1)(2k—1)...3-1~ﬁ




13)

14)

15)

D’ou
JL‘_% +o00 2(—1)k:€2k+1 9 %-v-oo (—1)k$2k+1

Vo A k2R (2k+ 1)(2k-1)-3-1 Vo A& (2k+1)!

2 _1 .
=1/ -2 2sinx.
s

Evidemment la démonstration pour J_;/5(x) est analogue.

J%(x):

Pour une famille de fonctions dépendant d’un parametre, on appelle relation de contiguité
une égalité entre termes de la famille dont le parametre differe de +1.

) LR (ayt s G

2 onl(v+n) 2 SonlT(v+n+2)

2
2 v=1 [ +00 (_x2/4)” +oo (—x2/4)n+1
:(5) (nz_%) n!l'(v +n) _,;) n!F(V+n+2))

z\v1 1 +o0 1 1 —22\"
:(5) (F(u)+,§1(mr(u+n)_(n-1)!r(u+n+1))(4))

2 (x\" v i v —22\" 2v
B ;(5) (F(u+1) +nz::1 nll(v+n+1) (4) ): ;Jy(;z:).

La principale propriété utilisée est I'(v + 1) = vT'(v).

Ty (@) + Jyr (2) = (

En fait, on veut montrer, pour z fixé et n — +oo, que J, 1+, () est équivalent au premier terme
de la somme. On isole donc ce terme dans la somme :

Jyin () = (%)m ,:i:) k!I‘(y(Jr_rlz)fk +1) (;)%

:(g)”*"wuu«zn(m)) (+)

avec . _x2 k

Sk (v+n+k)(v+n+k-1)...(v+n+1)

k
Pour n assez grand, v +n > % et |R,(2) < i3 (“‘72) . Donc |R,(z)| < M) o

4(v+n) 1-22/4(v+n)
par majoration :
lim R,(z)=0
n—>+oo
Donc (*) devient :

Jen@) = (5) " om0t ea 2 (5) T

v+n+1) n—+oo 2 F(v+n+1)

En particulier, J, 4, (x) # 0 pour n assez grand.

En divisant la relation de contiguité de la question 13 par J,(x), on obtient :

Ju—l(x) _ 21 _ Ju+l(x)
Ju(x) T Ju(x)

En inversant :

Jo(x) 1
- 2v Jus (w)
(@) - 25l

- Jytn—1 (m)

Posons «a, () = zj e Alors la relation précédente donne :

1

+ 047L+1(1?)

Ckn(l') = 2(v+n-1)

(25



2(v+n-1)

ce qui est bien I’égalité demandée, et par la suite, on notera c,(z) = =—

ce qui permet d’écrire :

pour tout n > 1,

() :
a x = —-—
" en () + apye1 ()
P - Ju(x) . . : .
16) Par définition, aq(z) = zm. Vu la relation obtenue a la fin de la question précédente, la
v-1(T

propriété admise 3 donnera

041:[01,02,...,0”,...] (*)
a condition de vérifier les deux hypothéses de cette propriété. Or :

1
= O (=) est bien un terme général de série convergente

e D’une part, = 5
|en-Cns1| noteon

Jy L L :
e D’autre part, dntl _ (ﬂ) et avec I’équivalent trouvé a la question 14),
Cn n—too nJqun—l(x)
on sait que :
Jew@) @ T(wen) -

Joan1(z) n—too 2T(v+n + 1) nveo 2(v +n)

Qnyl

1 n
donc = O (=) en particulier Gt .

Cp, n—>+oo N, cp motoo
Ainsi les deux hypotheses de la propriété admise 3 sont vérifiées et 1'égalité (*) est vraie.
En remplacant oy et les ¢, par leur expression explicite dans (*), on a donc :

CJu(x) 2v 2(v+1) 2(w+n-1)
1 = [.73 . [ . a"']v
Jy-1(x) i i ix
_ 1
Y 1
—+
iz 2(r+1) . 1
1T 2(1/'+ 2) -
iz

en multipliant au premier numérateur et dénominateurs par ix, il vient :

; J(x) i
inl(gr) B 1T
2
YT o) . 1
i 2(1/.+ 2) -
ix

En multipliant a chaque numérateur et dénominateur par ix a partir du deuxiéme terme, on
a: )
- Ju(x) i

(3 = 22
Jl/—l(‘r) 2U - m

2(v42)- 22
ce qui est la formule voulue.

17) Avec v = 1/2, compte tenu de la question 12), on a bien Jy/o(x)/J_1/2(x) = tan(z) et le
développement de tangente annoncé.



