Planche d’exercices Prepa-oral-S3-2023

Exercice 1 (CCINP MP 2022). On étudie la série entiere Y. a,z", ou a, = [01 Wdt

a) Montrer que le rayon de convergence R est au moins égal a 2 .

b) Calculer la somme de cette série entiére, pour |z| < 2.

Exercice 2 (CCINP MP 2022). Donner le rayon de convergence et calculer la somme des séries
entieres suivantes : Y nx", > 2nx2", Zn(’l)" z"

Exercice 3 (CCINP MP 2022). a) Calculer I, = [, sin®"(2)dz pour tout n € N.

b) Montrer que
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C) On pose f(.’II) = A ﬁ
— I“ s

x €] —1,1[, et exprimer ce développement.

dt. Justifier que f est développable en série entiére pour

Exercice 4 (Mines Telecom MP 2022). Pour n € N, on pose a, = fo% (tan(t))™ dt.
a) Déterminer la limite de la suite (a,).
b)
¢) On considere f:x— Y% apz™. Déterminer le domaine de définition de f.
d) Calculer f.

Déterminer, pour n € N, une relation entre a, 2 et a,,.

Exercice 5 (CCP MP 2022). Soit n € N* et on pose f, : x — e:nm . Soit Sz 20 fu(w).

a) Montrer que S est de classe C* sur R.
2
b) (i) Quel est le rayon de convergence de la série entiere 3,50 kzlkka. (ii) Quel est le rayon de

convergence de la série de Taylor de S en 07
¢) Rappeler la formule de Taylor avec reste intégrale.

Montrer que : Vz € C,e* = 3% Z;Q

Exercice 6 (CCINP MP 2022). Pour n € N, on pose f,:z € R* — et Jn= [ fa

(1+r)"
a) Justifier Pexistence de J,, et étudier la limite de (J,,).

b) Calculer f,. Trouver une relation entre J,, et Jp41. En déduire un équivalent de J,.
¢) Donner le rayon de convergence de la série entiere Y J,x™.
d) Exprimer sa somme sous forme d’une intégrale.
Exercice 7 ( CCINP MP 2021 ).  a) Déterminer le rayon de convergence de »_ (-1)"In(n)z".
n>1

+ 00
On note S(z) = > (-1)"In(n)a"
n=1
1 = n+l1 1 n+1
b) Montrer que : Yz €] -1,1[,S(x) = Toz 2 Z(—l) 1n(1 + f)a: .
n
¢) En déduire que hm S(x Z( 1)™*!n (1 + l)

2"n
d) En utilisant la formule de Wallis lim _@mnly > E, déterminer lirq S(x).
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Exercice 8 (Centrale 1 MP 2022). Soit V un voisinage de 0 dans R et f € C*(V,R).
a) On suppose qu’il existe (o, 4, ) € (R**)3 tels que :

VneN, sup |f(z) < AN"n!

ze[-a,a]

Montrer que f est D.S.E. en 0 et donner une minoration du rayon de convergence en fonction
de o et A.
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b) Montrer que la réciproque du a) est vraie.

Exercice 9 (A mettre en paralléle avec ’ex. Centrale 2 suivant). Rappelons qu’'une partition d’un
ensemble E est par définition un ensemble de parties non vides de F, disjointes deux a deux, dont
la réunion est égale a I’ensemble F.

Pour n € N, notons B,, le nombre de partitions d’un ensemble de cardinal n (noter que c’est
aussi le nombre de relation d’équivalences sur cet ensemble E) appelé n-ieme nombre de Bell.

On pose By = 1.

n
a) Déterminer une relation de la forme B, = Z ap By ou l'on précisera la valeur des ag,
k=0
valable pour tout n € N.

:L.TL
n!’
i) Montrer que son rayon de convergence R vérifie R > 1.

b) On considere la série génératrice exponentielle Z B,

+ 00 I,n

ii) Montrer que sa somme E(z) = ). By, — satisfait une E.D. simple sur 1- R, R].
n=0 n:

iii) En déduire une formule explicite pour E(z) & I'aide de la fonction exp.

¢) En calculant le D.S.E. de E par composition,en déduire que :
1 +oo kn

VneN, B,= -
" " ekz:%k!

Interprétation probabiliste : B, est le moment d’ordre n d’une v.a. qui suit une loi de
Poisson de parametre 1.

Exercice 10 (Centrale 2 MP 2022). On note ( Z ) le nombre de partitions de [1,n] en k parties.

a) Ecrire une fonction d’arguments un entier n et une partition p de [1,n—1], codée sous la forme
d’une liste de listes (par exemple [[1 ; 2] ;[3]] ) et qui retourne la liste des partitions de
[1,n] que Pon peut obtenir & partir de p en rajoutant n. En déduire une fonction d’argument
n qui retourne ensemble de toutes les partitions de [1,n].

b) Calculer( "

3 ) lorsque k =1, lorsque k =n et k > n. Montrer que

L )

1
(1-2)(1-22)(1-kx)’

Montrer que fj est développable en série entiere, préciser le rayon de convergence.

¢) On pose
fi(@) =

+ 00
d) Exprimer Z( Z )x” a laide de fy.
n=1

Exercice 11 (Mines Ponts MP 2022). On pose, pour z € R, f(z) = [ cos(zsin§)d6
a) Montrer que f est de classe C? sur R et vérifie : Vo e R,z f'(x) + f(x) + zf(z) = 0.
b) Montrer que la fonction f est développable en série entiére en 0 .

c) Expliciter les coefficients du développement en série entiere précédent.
Exercice 12 (Mines Ponts MP 2022). On pose f: 2+ f027T e”sintdt

a) Montrer que f vérifie 'équation différentielle zy” + 1y = xy.

b) Déterminer les solutions développables en série entiere de cette équation.

¢) En déduire la valeur de foﬂ/Q sin?* (t)dt pour k e N*.




