Planche d’exercices Prepa-oral-S2-2023

Exercice 1 (Mines Telecom 2022, 30 min. sans prép.). a) Pour n € N*| soit f, :  — min (n, %2),

définie sur R. Etudier la convergence simple et la convergence uniforme de la suite (f,,) sur des
ensembles a préciser.

b)(Sera fait avec la pl. R mis ici pour montrer les couplages ) : Soit A € M,(R) & coefficients dans
[0,1], telle que pour tout i € [1,n], ¥}, a;,; = 1. () Montrer que 1 est valeur propre de A. (ii) Soit A une
valeur propre de A. Montrer que |A| <1 et que pour w >0, [A-w|<1-w.

Exercice 2 (CCINP 2022). Soit (fn),,cy« la suite de fonctions définies sur [0,1] par f,(z) =
((L’Q + 1) ne”+xe )
n+x

a) Montrer que (f,) converge uniformément sur [0, 1].

b) Calculer la limite quand n tend vers +oo de fol fn(z)da.

Exercice 3 (Mines Telecom 2022). On pose : f(z)=Y"% f:;
a) Donner le domaine de définition de f.
b) Montrer que f est continue sur son domaine.
¢) Montrer que f est de classe C*° sur ]0, +oo].
d) Donner le tableau de variation de f.
e) Donner la limite de f en +oo.

(Couplé avec un calcul de racine carrée de matrice)

oo (_1)n
Exercice 4 (CCINP 2021 et 2022!). Pour tout z > 0, on pose S(z) = . ( +) .
n=0 L *TMN
a) Montrer que S est définie sur ]0, +oo[, puis qu’elle est de classe C! sur cet intervalle et que

+o00 (_1)n+1
pour tout x>0, S'(z) = T;)m

b) Etudier la monotonie de S.

1
¢) Montrer que pour tout z >0, S(z + 1) + S(z) = —. En déduire un équivalent de S en 0.
x

Exercice 5 (CCINP 2022). Soit S(z) = ¥:% e ol z € R.
a) Quel est 'ensemble de définition de S'?
b) Montrer la continuité de S sur celui-ci.

¢) Déterminer lim,_, o S(z).

d) i) Calculer [;"™ et dt pour x € R*. On rappelle que [, et dt =

(S

ii) Donner un équivalent de S en 0 .
Exercice 6 (Centrale 1 2021 ). On pose pour tout p € N*, et tout z € R*, e,(z) = e™* et pour
& (DR
tout n e N, p,(z) :kz:% L
a) Montrer que (py, ),y converge uniformément sur tout segment de R, vers e;. La suite (pp ),y

converge-t-elle uniformément sur R, ?
b) Montrer que (ppe1),,y converge uniformément sur R, vers es.

Exercice 7 (Mines-Ponts 2022). Soit f une fonction continue sur R. On pose

@ =15 (a0 B)

L))

Montrer que (f,) converge uniformément sur tout segment de R.




