D.M. 16 : Optimisation, Centrale MP 2009, solution

1 Produits d’autoadjoints positifs

2)

Q1) [Cette question 1 est tres proche du cours, donc incontournable !j

Question de cours. On sait comme u € S(E), que u est diagonalisable (dz) dans une
base orthonormée (b.o.n).
Sens = : soit A € R une valeur propre de u et & # 0 un vecteur propre associé a A.
Alors

(u(@)le) = Nlal* (1)
et comme u € S*(E), on sait que (u(z)|z) > 0 done par (1) et  # 0, on conclut que
A>0.

Sens < : soit (eq,...,e,) une b.o.n. de diagonalisation de u. Soit z € E quelconque qu’on
n

décompose en x = Z T;€;.
i=1

Alors (u(z)lz) = (3] Niziei| Y. wie;) = > iz,
i=1 i=1 i=1

Comme tous les \; sont positifs, on conclut bien que (u(z)|x) > 0.
On a bien montré que u € S*(F).

Soient u € ST (E), B = (e1,...,e,) une base orthonormale de vecteurs propres de u
alors Matg(u) = D = diag (A\1,...,\,) et donc

Matg(u™") = D™ =diag (A\7',...,\,1).

n

Donc 4! a sa matrice dans une b.o.n. qui est symétrique (diagonale) donc u™* € S(F).

(i) Encore un grand classique : existence d’une racine carrée (sym. pos.) pour un endo-
morphisme symétrique positif. Avec les mémes notations qu’au b), soit s € Z(FE) telle
que Matg(s) = A := diag (\/)\_1, ey \/)\_7,) dans cette base. Puisque A est symétrique et
la base B est orthonormale, alors s € S(FE). De plus Sp(s) = {\/)\_1, 1<i< n} c R*, alors
se€ S*(F). De plus A? = D donc s? = u.

(ii) (M1) (celle induite par 1’énoncé)

Soit z € E tel que : (u(x) | z) =0, alors (s*(z) | z) =0.

Or comme s est symétrique (s*(z) | z) = (s(z) | s(2)).

Donc ici (s(z)|s(z)) =0 i.e. ||s(z)]| =0 et u(z) = s*(x) = 0. O

Remarque culturelle : le langage des formes quadratiques.

Pour tout v € S(F),

eonnote q : E—> R, z+~ (u(x)|z) la forme quadratique associée d u

eonnote p : Ex E—> R,z (u(z)|y) la forme bilinéaire symétrique associée a u.

On distingue alors, en général entre :

e les vecteurs z € F tel que g(x) = 0 qui s’appellent vecteurs isotropes pour q.

e les vecteurs x € F tels que u(z) = 0, qui sont également caractérisés par Vy € E,
w(x,y) = 0 appelés vecteurs du noyau de u, mais on dit aussi du noyau de .

Bien str tout vecteur du noyau est isotrope, mais en général si ¢ n’est pas une F.B.S.
positive i.e. u n’est pas positif, la réciproque est fausse.

Par exemple si £ =R? et u : e; = e, e = —eg alors ker(u) = {0} mais si 2 = (21, 22),
alors q(z) = 2% — 5 donc I’ensemble des vecteurs isotropes (le cone isotrope) est la
réunion des deux bissectrices d’équations xs = +x1.

Ici on a montré que ’ pour u F.B.S. positive le noyau est égal au cone isotrope. ‘ On peut

en faire une autre démonstration avec I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour ¢



(M2) Si ue S*(F), on sait que ¢ : (z,y) ~ (u(z)|y) est une F.B.S. positive, et donc
on a l'inégalité de Cauchy-Schwarz :

¥ (2,y) € B, [(u(@)ly)] < V/(u(@)]z)/ (uly)ly)
Donc si z est isotrope i.e. si (u(z)]x) = 0 alors on a pour tout y € E, (u(z)ly) =0 et
donc u(x) € E* ie. u(z) = 0. O
Q2) (i) Montrons déja que u; € S(Im(u))
Soit (x,y) € Im(u)? : (u1(2)ly) = (u(2)ly) = (zlu(y)) = (z|ur(y))-
Ensuite, pour tout x € E \ {0}, (u(x)|r) > 0 en particulier, pour tout z € Im(u) \ {0};
(u1(@))]z) = (u(@)|z) 2 0.

(ii) Attention :

Ici ’énoncé monte assez vite en difficulté, erreur fréquente : écrire u™! au lieu de uj®...
Notamment u;! owu n’est pas égal & l'identité, il est nul sur les vecteurs de ker(u).

Je suis ici la rédaction d’Adam :
Soit (x,y) € Im(u)?, on veut montrer que (ui'(w(z))ly) = (uit(z)|w(y)).
Or:

(uy* (u(v())ly)

(u((v(@)lur' (y))  carus € S(Im(u))
(v(@)|u(ui’ (y)) carueS(E),
(v(@))ly) (1)

la derniere égalité étant vraie car pour tout y € Imu, u;¥ € Imu donc u(ui' (y)) = u1 (ui' (y)) =
y.

(ur" (w(2))y)

(Moralité, avec le p.s. on a pu transformer u7' o u qu’on ne connait pas en uouj! =idg j

Mais alors par symétrie de v, on a :

(v(@)ly) (zlv(y))
(u(ui (2))|o(y))
(u' (@)|uv(u)) carueS(E)  (2)

Finalement avec (1) et (2), on a bien montré que (u7!(w(z))|y) = (u7!(z)|w(y)).

Reste &4 montrer que pour tout = € Im(u), (ui'(w(x))|z) > 0.

Or par la formule (1) précédente, avec y = z, on a : (uj'(w(z))|z) = (v(x)|z) > 0 par hyp.

sur v. m
Q3) Soit y € Im(uov) nker(uov).

Alors (uowv)(y)=0et onaun x € E tel que y = (uov)(z).

Ainsi (uowv)?(z) = 0.

Donc (ui!(z)|(uov)?(z)) =0 et comme u € S(E), on en déduit que :

(u(u;" (@)oo uov(x)) = 0

autrement dit que :
(zlvouow(z))=0.

Comme v € S(F), on obtient :



(v(@)[u(v(z)) =0
et par (1) de I'énoncé Q1) c) (ii), on en déduit que v(x) = 0. Mais alors y = u(v(x)) = 0.
On a bien montré que Im(u o v) nker(u ov) = {0} ce qui, avec le théoréme du rang donne
bien :
E =ker(uov)®Im(uow).

Q4) Comme on sait déja que u o V|1 (uov) €t dz on peut écrire Im(u o v) = @(_; E, ot Ey, est
formé de vecteurs propres de u o v pour la v.p. ;.
Mais ker(u ov) = Eg(u o v) est le s.e.v. propre pour la v.p. 0.
Au total E = Eg(uov) ® ®)_; E), ce qui donne bien la dz de wov.
Remarque sur cette question 2 : L’idée derriere la démarche de ’énoncé est la suivante :

leére idée : Dans le cas particulier ot v € S**(FE), on montre en fait que uwo v est dz car elle
est symétrique pour le p.s. (z,y) = (zjut(y)).

B efft dans cocas, (ueo(a) ™ (1)) = (™ oueo () = (@)ls) = (o)) = ol (u(u())

’ 2éme idée : on se ramene a la premiere idée en restriction a Imwu, et la c’est plus technique. ‘

Q5) N.B. La définition de 'adjoint de f demande une explication ici car

[f n’est pas un endomorphisme, on sort du cadre normal du programme, 1’énoncé est < gonglé » !]

Normalement ils auraient dit donner la définition ici tachons de la deviner.
Pour chaque y € F, I'application ¢ : 2 € E~ (f(z)|y) €R étant une forme linéaire de 1’espace
euclidien F, il existe un unique vecteur noté f*(y) € E tel que Vx € E, p(x) = (f*(y)|x).

Ainsi f* est une application de F dans E, telle que V (z,y) € E x F,
(f(@)ly) = (=" (y))-

On vérifie comme dans le cours que f* est bien linéaire.

a) On adopte la dém. du cours & ce cadre généralisé, elle reste la méme. Vérifiez!
b) Question plus fine :
(M1) sans le < en déduire » Soit (z;) comme dans I’énoncé. Soit (ey,...,eq) une base de

Im(f).

On note ¢; = f(g;) en fixant un antécédant ¢; € E de e;.
Pour tout i € [1,d], (ei|zi) = (f (ea)lzk) = (€il f* (21))-
Par continuité du p.s. (g;|f*(zx)) T 0.
—+00
Donc pour tout i € [1,d], (e;|2x) o 0.
—+00

Or par équivalence des normes dans un e.v.n. de dim. finie, comme

d
VkeN, 2z = Z(Zk|ei)ei7

i=1
est écriture de z en coordonnées dans la base (eq,...,eq)), le fait que toutes les coordonnées
tendent vers zéro dit que (zx) tend vers zéro.

(M2) avec le « en déduire » Comme Im(f) est un supplémentaire de ker(f*), par a), on
sait que fj, s Im(f) - Im(f*) est un isomorphisme d’espaces vectoriels.



Q6)
Q7)

Mais entre deux e.v.n. de dim. finie, un tel isomorphisme est aussi une application (bi)-
continue. La continuité de ( fﬁm( f))_1 donne immédiatement la propriété demandée pour

2L = f|*1m(f)(f*(zk))~

c) Facile et standard (ici généralisé aux A.L. qui ne sont pas des endomorphismes)

[Il faut savoir que f* o f* (resp. ATA) est un endomorphisme (resp. une matrice) symétrique pos.j

Soient z,y < B (f*o f(2) | y) = (f(2) | (1)) = (x| f* f(). Ainsi f* o f € S(E).

De plus : Vz e E; (f* o f(x) |x) = (f(z) | f(z)) 20. Dot f*o feS*(E).

On applique le résultat montré aux Q2 & 4, avec u=a"' et v=fo f*.

Soit z € B, | f(2)[? = (f(2)|f(z)) = (f* o f(2)lz).

Le résultat est donc une comparaison entre les deux formes quadratiques x — (f* o f(z)|x)
et z ~ (a(z)|x).

Pour les relier avec la Q6, on pose y = a(x), et donc x = a~!(y), alors on peut écrire :

(f* o f@)le) = (f* o f(@)la™ (y)) = (a™" o f* o f(2)ly)

la derniére égalité venant du caractére symétrique de a™*.
On veut donc montrer que :

(a™ o fro f(@)ly) < plaly) (1)

pour y = a(x).
Or, on sait que Q2 a) (i) que a™' o f* o f est un endomorphisme autoadjoint positif pour
le p.s. @, (voir aussi la remarque a la fin de la Q4 de ce corrigé, car on est ici dans le cas
simplifié ol a est inversible).
Or (1) se réécrit :

0o((a™ o fo f*)(x),2) < pPa(z,x) (%)
cette inégalité est maintenant immédiate en diagonalisant ’endomorphisme g = a ! o fo f*
dans une base ®, orthogonale, puisque cet endomorphisme est ®,-symétrique.

Minimisation d’une fonctionnelle quadratique

Q8)

Q9)

Argument standard de minoration : Soient 0 < A; < Ag <... <\, les valeurs propres de
a, en considérant une base orthonormale de vecteurs propres de a, et en décomposant chaque
r € F dans cette base, on obtient : (a(z) | z) > A\ |z|?.

Puisque (b | z) < |b] - |z| alors :

J@) = (o) |2) = (6 ]2) > alel - [0l - ||

Par minoration, on en déduit bien que : ’lime‘Pm J(x) =+00 ‘

Argument standard de coercivité : Le cas V =0 est évident, supposons que V # {0}.
Soit zg eV
Par déf. de la limite quand |z| — oo, on sait que :

JIr >0 Ve e Vi[|z| >r= J(z) > J (20)]

Bien siir, 79 € By (0,7), ot By (0,7) est la boule fermée de V' de centre O et de rayon 7.

La fonction J est continue sur cette boule qui est compacte, puisque V est de dimension finie.
Alors J est minorée et atteint sa borne inf sur By (0,7).

Jyo € By (0,7) tel que J (yo) = minge s, (0,r) J () < J (20).

Et pour tout z € V \ By (0,7), J(x) > J(z0) > J(yo).

Ainsi ’ J atteint en yy son minimum sur V. ‘




Q10)

Q11)

Stricte convexité et conséquence : Soit (z,y) € V2 tel que : z # y.
a) (M1) Par calcul brut : Par linéarité de x — (b|z), il suffit de montrer que si on pose

q(z) = (a(x)|z), alors :
T+ y

(—=) <5 (q(w) +4q(y))

N.B. Cette propriété est un cas particulier de la stricte converxité de ¢, mais la méme preuve
donnerait que pour tout ¢ €]0, 1],

q((1-t)z +ty) < (1 -t)q(x) +tq(y).

(M1) Par calcul a partir de la déf. de ¢ et polarisation :

q(x;y) = ( (ery) | m;—y) en dév. par bilinéarité :
1
= ;@) |2)+(a(y) [y) + (a(2) [y) + (aly) [2)) .
1
= 4 (q(z) +q(y) +2(a(x) |y)) par symétrie de a
1
= ;@) +q(y) +q(x) +q(y) ~g(z-y)) par polarisation
1 1
= 5@ +a@) - jalz-y) <3 (q(x) +q(y))
la derniere inégalité étant stricte pour x —y # 0 par caractere défini positif de a
(M2) Par I’écriture de ¢ dans une b.o.n. de dz : dans une b.o.n. (g1,...,&,) de dz de
a:six= szsl alors ¢q(x) = Z A x . Alors
i=1 =1

T4y n a; +b;
q( 2 ):Z)\i(T)2
i=1

et on applique la stricte convexité de z — 22 de R dans R & chaque terme de la somme sachant
qu’il y a au moins un indice ¢ tel que a; # b; donc pour lequel I'inégalité est stricte. O

b) Par absurde, supposons que J atteint son minimum sur V' en deux points distincts z,y.

< J(I);J(y) = J(z)

D’apres la question précédente : J ( ”y) = J(y). contradiction.

Ainsi le point ou J atteint son minimum sur V est unique.

a) Question un peu vague, on ne sait pas exactement ou s’arréter, mais si on regarde la
question suivante, ce qu’il faut toujours faire dans ce cas la, on a intérét a faire apparaitre
les choses dans ’ordre d’un D.L.

Toujours en notant ¢(x) = (a(x)|z), on sait, par bilinéarité et symétrie que :

q(z +th) = (a(z)|z) + (a(@)[th) + (a(th)|x) + (a(th)[th),
q(x) +2t(a(x)|h) +t*q(h)

Gréce a la linéarité de z — (blz), on en déduit immédiatement que :

J(z+th)

S(e) + ta(@)h) + 5 q(h) - (Gf) = H0lR),

T(w) +ae) ~bih) + S2a(h) (D)

Cette écriture (f) sous la forme d’un D.L.; sans reste semble pertinente pour le b). Pour
répondre a la question, on écrira :



J(z+th) - J(z) =t(a(x) - blh) + %tQ(a(h)Vz)

b) On considere la fonction Jjy qui est donc définie sur un e.v. V/
Sens = : comme J)y est une fonction définie sur un e.v. entier, si elle admet un min. global
sur V en x, en particulier c’est un min. local de Jjy donc d(Jjy) = 0.

Or par le résultat du a), comme |(a(h)[R)| < |la(h)|I.[|R]] < [lalll- [|2]* = O(||R]|?), on sait que :
d(Jyv)(x)-h = ((a(x) - b)|h)
Donc comme d(Jjy)(z).h = 0 pour tout k€ V', on obtient donc :
VheV, ((a(z)-0)h)=0

autrement dit : | a(z) —be V2.

Sens <« : Cette fois un fait un raisonnement global, avec 'égalité du a). Si (a(x) -b) € V*
alors avec le a), pour tout h €V, on a :

1 1
J(z+th) - J(x) =t(a(x) -blh) + §t2(a(h)|h) = §t2(a(h)|h) >0
Donc pour tout y € V, en écrivant y =x + h avec he V
J(y)-J(x) =20

Q12)
Q13) Soit z € E. Notons L, , = L.(x, -) l'application p —» L(z,p).
Pour tout p, h € F' alors par linéarité du p.s.,

Lra(p+h) = Lra(p) + (hlf(2)).

Ceci montre que L, ; est différentiable en tout point p € F' et que

| VLra(p) = f(2). |

Avec cette remarque tout devient évident !

(i) = (ii) si L, admet un maximum en un point p, on a, avec lencadré, f(z) = 0 i.e.
x € ker(f).
(ii) = (iii) Si « € ker f, par définition de L,., on a pour tout p € F,

Lra(p) = J(2) + Sa]® +0

le second membre ne dépend pas de h, donc L, , est constante.
(iii) = (i) une fonction constante atteint son maximum en tout point.

Q14) En transformant 1’écriture grace a 'adjoint de f (défini Q5) dans ce cadre généralisé :

Ly (z,p)

T(@) + S| F@)]? + (2l @),
= (@@ + (7 o F@I) + (£ ()l - (bl)
= (@@l - (Bl)

Onavuque f*ofeS*(E)etaeST™(F)donca=a+rf*ofeS™(E)et f=f"(p)-beE
1
L’étude faite précédemment Q8 & 11) s’applique donc & K : x §(a(x)|x) - (Bx).

Avec V' = F entier, on sait alors par Q11) que cette « fonctionnelle quadratique » K est
minimale en z ssi a(z) — 5 =0 ce qui donne exactement I’équation voulue :



Q15)

Q16)

[(a+rf o f)(@)+f(p)-b=0.]

L.(z,-) est maximal 1
a) Par déf. (x, p) est un point-selle de L, si et seulement si, () s m.a%lma eenp (1)
L.(,p) est minimale enz (2).

Par Q13) la condition (1) équivaut & = € ker(f) et compte-tenu de cette condition f(z) =0,
la Q14) dit que (2) équivaut a a(z) +0+ f*(p) = b.

(1)
(2)
b) Par Q11 b) avec V =ker f, on sait que Jjye, s est minimale en =, ssi, (a(z) - b) € ker f*.
Or on a vu Q 5) a) que ker f* =TIm f*.

Donc Jjyer ¢ est minimale en x, ssi Ip € F, (a(x) -b) = f*(p) ce qui est la condition qu’on a
introduite au a).

Ainsi on a bien { < (zeker(f) et a(x)+ f*(p)=>0).

Compte-tenu du fait que z € ker f par déf, la condition (1) du a) est automatique et donc
par a), Jjier ¢ €st minimale en z ssi il existe un p € I tel que (x,p) soit un point selle de L,.
a) Si (z,p") et (x,p) sont deux points selle de L,., alors par Q15) on doit avoir : a(x)+f*(p) =b
et a(z)+ f*(p') =b, done f*(p) = f*(p’) donc p-p' € ker f* =Im(f)* (par Q5).

Mais réciproquement, sachant que (z,p) est un point selle de L., on a a(z) + f*(p) = b et
donc si p-p' e Im(f)* =ker(f*) on a f*(p") = f*(p) donc aussi a(z) + f*(p") = b. Cela en
retour signifie que (x,p’) est un point selle de L,..

b) Par le a), si (z,p) est un point selle de L, Pensemble des p’ € F tel que (x,p’) soit un
point selle est exactement le sous-espace affine passant par p de direction Im(f)* autrement
dit F:=p+Im(f)*.

On cherche ’élément p’ € F de plus petite norme.

(M1) pour les happy few connaissant les projections orthogonales sur un sous-
espace affine.

Cela revient & déterminer le projeté orthogonal de 0 sur ce sous-espace affine.

Mais celui-ci s’obtient en prenant l'intersection de Im f avec F.

(M2) le méme résultat sans parler de projection sur un sous-espace affine.

En fait si on fait un dessin de la (M1) le point p’ est aussi simplement le projeté orthogonal
de p sur le s.e.v Im(f).

En effet, par Pythagore, on a [[p||* = [Ip'||* + [lp - #'I[* donc [jpl| > ||p'|| si p# p'.

Et comme p’ est le projeté orthogonal sur Im f de tous les points de F, on a bien |]p'|| =
min(||p||) pour tout p point selle.

3 Algorithmes d’Uzawa et d’Arrow-Hurwicz

Remarque préliminaire sur ’existence des objets considérés : d’apresla Q8) avec V' = ker f
il existe bien un élément x € ker(f) en lequel .Jjy, s est minimale.

Par Q 15) b) il existe alors aussi un point p € F' tel que (x,p) est un point selle de L.

e Initialisation des suites : Pour py € F fixé, il existe un élément x¢ € E tel que L,(-,po)
est minimale en xg car grace a la Q14), comme a + rf* o f est symétrique définie positive, donc
inversible, pour chaque pg € F', il faut et il suffit de prendre I'unique x( € F tel que;

zo=(a+rf o f) (b= f*(po))-

e Itération : si & I’étape k, on a défini, px, zk, (et la suite () étant donnée) on pose :

Pi+1 = Pk + Vi f (2r),

et on définit alors

Tre1 = (a+7f 0 )7 (b= f*(Pre1))-



Q17) a) Comme x € ker f, on peut écrire p = p+ v, f(x), et en retranchant cet égalité & la relation
DPr+1 = Pk + Yif (2k), on obtient, par linéarité de f :

Pis1 =P =Dk — P+ Vi f (2 — )

c’est-a-dire

’Tkn =7k + VS (Yr)- ‘

D’autre part, on a vu (cf. la remarque préliminaire), que pour tout k € N,

(a+rf"o f)(@e)+ [ (pr) = b

En faisant la différence de cette égalité avec la méme relation reliant x et p, et par linéarité
des applications considérées, on obtient :

(a+rf o f)(ax—x)+f (P —p) =b-b=0

ce qui donne bien la relation demandée :

[(a+rf* o /) (ye) + £ (ri) = 0

b) D’apres le premier encadré du a) :

(re =rrer | o +rre1) = (G (Ue) | 20k + e f (yr))
W[ =2(f (we)lre) + el f () 1]
Vel =2Qwilf* (rie)) + el f (we) 7] (1)

D’autre part, par le second encadré du a) :

—f"(re) = (a+7rf" o f)(yk)

2 2
Irell™ = Iraaal

ce qui dans (1) donne :

e[2(welalyr)) +2r (uelf* o £) (k) + el f (i) 7]
= w[20@) v+ - IFwlP] @)

2 2
I7ll™ = e

ol (2) est exactement la relation demandée.

Pour l'inégalité demandée :

e par défintion : v, > v et 2r — g > 2r — § car v € [a, (]

o (a(yr)|yr) = % [f (yr)| (dapres la Q7 ce qui explique enfin le role de la partie 1! )

En mettant ces deux inégalités dans (2), et comme [2 (r + %) - B] > 0, on obtient bien :
2 2 1 2
Iral™ = Irsea]” > | 2 T =B ) I

c¢) L’inégalité démontrée au b), avec [2 (r + %) - 5] > 0 par déf. de 3, donne que pour tout
ke, [ryl? = [ren? > 0.

La suite (|rg|) est donc (strictement) décroissante et minorée par 0 donc convergente.
Toujours avec 'inégalité du b), on en déduit que la suite (f (yx)), est convergente vers 0 .
Donc, puisque v, > a > 0, l'inégalité de la question précedente permet de déduire que :
limy—o (@ (yx) [ yx) = 0.

Soit 1 la plus petite valeur propre de a, on sait que (a (yx) | y&) > 1 |y > 0.

On déduit alors que la suite (y;), converge vers 0 , c’est a dire ’ (z1), converge vers x |




