Planche d’exercices T4

CVU et Approximation dans les espaces de fonctions (niveau Centrale-Mines)

Exercice 1 (Théoréme de Dini). Soit K un compact d’un e.v.n. (f,) € C(K,R)" une suite de fonctions
continues sur K.
On suppose que la suite (fr) est décroissante, i.e. que pour chaque z € K fixé, Vn e N, fnoi1(x) < fo(x).
a) On suppose que (fn) converge simplement vers la fonction nulle. On va montrer que la convergence
est uniforme.
On fixe un € > 0. Pour chaque n, on pose : K, = {zx € K, fn(x)>¢}
Montrer que K, est un compact. Conclure en considérant M,,cy K-
b) On suppose maintenant que (f,) CVS vers une fonction continue f quelconque. Montrer encore que
la convergence est uniforme grace au a).

¢) En considérant la suite des fonctions f, :]0,1[— R, = — montrer I'importance du fait que

+nx
I’ensemble de départ des f,, soit compact.

Exercice 2. Soit F =C([0,1],R) muni de la norme || ||oo.
Pour toute fonction f € E, on note R[f] = {P(f), P ¢ R[X]} la R-algébre engendrée par f.
Montrer que R[f] est dense dans F si, et seulement si, f est injective.

Exercice 3 (Généralisation de Riemann-Lebesgue). Soit I ¢ R un intervalle quelconque.
On se propose de montrer que, si f € .,2”1(1, C) et si g est continue par morceaux T-périodique sur R,

alors [ f(t)g(At)dt e ([ f) (fOT g).
a) Montrer que pour tout € € R}, il existe ¢ en escalier sur I telle que ||f - ¢|]1 <e.
b) On suppose fOT g =0, prouver le résultat si f est en escalier puis si f € .2 (I,C) qcq en utilisant a)
¢) En déduire en particulier la forme usuelle du lemme de Riemann-Lebesgue :

— +o0o . —
si fe ZY(R,C) alors f(z):= f f()e ™ dt vérifie f(x) — 0. d) Traiter le cas fOTg #0.
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Exercice 4. Soit E =C([-1,1],R). Soit E, I’ensemble des applications polynomiales de [-1,1] dans R de

degré inférieur ou égal & n. Soit f et g appartenant & E. On définit ¢(f,g) = f}l % dt.

a) Montrer que ¢ est bien définie et est un produit scalaire sur . On note || - |2 la norme associée.

b) On définit T, comme l'unique polynome de degré n tel que T),(cosf) = cos(nf) pour tout réel 6.
Calculer || Ty .,.

¢) Montrer que (Tk)OSkSn est une base orthogonale de E,,.

d) Soit do(f) =inf{|f - Q|2, Q € En} pour f € E. Justifier qu’il existe un unique vecteur ¢,(f) € E,
tel que | f —tn(f)]; = d2(f)-

e) Exprimer ¢,(f) dans la base (T}%).

Exercice 5 (Exemple de p.s). Soit E =C([0,1],R) et u = (un) € [0,1]".
too |
a) Justifier que P’application ¢ : E? - R, (f,g) — > — f(un)g(un) est bien définie.
n

n=1
b) Déterminer la C.N.S sur u pour que ¢ soit un produit scalaire sur E.
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Exercice 6. a) Soient (ai,...,an) € R" tels que Z a; = 1. Donner la valeur minimum possible pour Z az.
i=1 i=1
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b) Soit .A:{feC([O,l],R),fO £(t) = 1}. Déterminer le Ifneijlfo F()2dt.

Exercice 7.
Soit E =C([a,b],R) et (fi, fo) € E* une famille libre.

a) Montrer que V (w1, w2) € R?, 31 h e Vect(f1, fa), fb h(t) fi(t)dt = w1, et /b h(t) f2(t)dt = ws.

b) Pour (wi,ws) € R? fixés, quelle est la structure de I'ensemble des h € E solutions du a) ?

Exercice 8. Soit F = R[z] l'espace vectoriel des fonctions polynomiales et pour tout n € N et tout
z€R, en(x) =2™. On munit E de son produit scalaire canonique : celui pour lequel la base canonique est
orthonormée.

a) Soit F' = {P e R[z], P(1) = 0} Déterminer F".

b) Existe-t-il P € F tel que d(1,F) =||1-PJ|?




