Planche d’exercices T3

Banque CCINP : Ex. 13.

Exemples de compacts.. ou pas
Exercice 1. Soit (E,||||) un e.v.n. Déterminer les s.e.v. F' de E qui sont compacts.

Exercice 2. Justifier que si A et B sont deux sous-ensembles compacts dans F et F' respectivement alors
A x B est un compact de I’e.v.n. produit E x F.

Exercice 3. a) Donner un exemple d’une suite bornée d’un e.v.n. de votre choix, qui n’admet pas de
valeurs d’adhérences
b) En déduire que dans cet e.v.n. les boules fermées sont toutes non compactes.

Exercice 4 (Un ensemble toujours compact, méme en dim. infinie). Soit (E,||||) un e.v.n. et (z,) € EV
une suite qui converge vers un £ € E. Montrer que X = {z,, n €N} uU{¢} est compact.

Propriétés des compacts, fonctions continues sur un compact

Exercice 5 (Compact entraine précompact (Mines-Ponts)). a) Montrer que si A est un compact non vide
d’un e.v.n. (i.e. A vérifie la prop. de B.W.) alors A est précompact ce qui signifie que pour tout € > 0, il
existe une famille finie x1,...,x, d’éléments de A (le nombre n dépendant de €) tels que A c UjL; B(zi,¢).

b) Montrer qu’un sous-ensemble compact K dans un e.v.n. E est séparable i.e. qu'il existe un sous-
ensemble D c K dénombrable et dense dans K.

Exercice 6 (Théoreme des compacts emboités). a) Soit (Kp)neny une famille décroissante de compacts
non vides d’un e.v.n. (E, || |]) i.e. telle que VneN, Kpi1 c K.
Montrer que K := N,y Kn est encore non vide.

On pourra considérer une suite () telle que pour tout neN, mp, € Ky, .

b) Si A est une partie non vide bornée de E, justifier que son diamétre 6(A) est bien défini ou :
5(A) =sup{ lla=b|, (a,b) € A%}
¢) On reprend les hypotheéses du a) et on suppose en outre que 6(K,) — 0. Que dire alors de
n—+oo
mneN Kﬂ ?

Exercice 7 (Fonctions coercives ). Soient F un e.v.n. de dim. finie et f : £ — R une application continue
telle que f(x) — +oo (on dit que f est coercive). Montrer que f admet un minimum global sur E.

ll||—>+o0
Exercice 8. a) Si K est un compact et f : K — K est une fonction strictement 1-lipschitzienne en ce
sens que pour tout (z,y) € K :
vy =|f(x) - fWIl<llz -yl
alors f admet un point fixe dans K.

Indication — on pourra considérer la fonction x w ||f(z) — ||.

b) On note ¢ € K le point fixe trouvé au a). Soit up € K et (u,) définie par ce uo et pour tout n € N,

Un+1 = f(un)
Montrer que u,, —> /.

n—+oo

Connexité par arc

Exercice 9 (Cas des spheres). Soit (E,||||) un espace vectoriel normé de dim. au moins 2. On note S la
sphére unité de E. Montrer que S est connexe par arcs.

Exercice 10. Montrer un produit de deux parties connexes par arc est connexe par arc.

Exercice 11. Montrer qu’il n’existe pas d’homéomorphisme envoyant la lettre I sur la lettre O, ni d’homéo
entre O et B.
Exercice 12 (Centrale 1 MP 2021 ).

a) Soit I un intervalle réel et f de classe C*(I,R). Montrer que f'(I) est un intervalle.

b) Donner un exemple de fonction dérivable qui n’est pas de classe ch.

c¢) Soit I un intervalle réel. Montrer que 1’ensemble C = {(a:, y)el? x< y} est connexe par arcs.

d) Théoréme de Darboux : Soit I un intervalle réel.et f une fonction dérivable sur I.Montrer que
f" (1) est un intervalle.

Indication fournie par I'examinateur pendant 1’épreuve pour le d) :
Soit 7: (z,y) = %i(y), montrer que 7(C) c f'(I) c 7(C)




