D.M. 11 : Approximation uniforme en var complexe et
polyndémes orthogonaux

Partie I : Approximation uniforme en variable complexe

1)

La fonction f est continue sur Dy puisque les f,, le sont et que f est une limite uniforme sur
Dy de fonctions continues sur Dy. Comme Dy est compact, f et les f,, sont bornées.

Ainsi dire que (f,,) CVU vers f signifie que la suite ( f,,) converge vers f dans (C(Dy,C), || ||)
Mais alors par continuité de la norme infinie (pour la topologie qu’elle définit elle-méme), on
allfulle — 7]

(En fait c¢’est PLT. ||| falloo = |flloo] < [1fr = flloo)-
Mais alors la suite réelle (||fnllco)nen étant convergente, elle est en particulier bornée, donc :

IMeR", VneN, ||folleo <M

a) Par déf. si on pose uy(t) = an pr*e’ Pt alors :
27 i i 27 [ +oo
[T e paretya= [ (Z uk(t))du.
0 0 \%=0
Comme |uk(t)| = |anx|7" est le terme général d'une série convergente indépendante de t,

on sait donc Zuk converge normalement par rapport & t € [0,27], ce qui permet d’intégrer
terme & terme sur le segment [0,27] :

o ) +00 27 oo
f e P fu(ret)dt =y (an,krk[ ekt dt) =2 7" 27 By = 27 17
0 0

k=0 k=0

b) Selon a), 27|ay, | rP =

o ) . 27 .
[ eyl < [0l
0 0

Cette inégalité est valable pour tout r €]0,1[; en passant & la limite pour r tendant vers 1,

on obtient

1 2m . .
¢) Fixons pe N et r €]0,1[. Selon a), a, p = Py f on(t)dt, ot @, (t) =e Pt f, (re).
P Jo
Comme (f,,) converge uniformément vers f sur Dy, (¢n) converge uniformément sur [0, 27]
vers la fonction ¢ : t e P! f(re').
En effet, pour tout t € [0,27], |on(t) — 0(t)] = |fa(re®) = f(re™)| < | fo = flloo, qui tend vers
0 et ne dépend pas de t.

Par intégration, sur un segment, d’une limite uniforme, on en déduit que

1 o I ipt e it
np — Up= [ p(t)dt = [ e P f(re')dt.

n—>+oo 2nrp Jo 2mrp Jo

Alternative : invoquer seulement la CVS et le T.C.D. avec la domination par la fonction
constante égale a M.

Moralité : on a montré que la CVU de (f,) vers f donnait la CV des suites de ses coeff.
de Fourier complexe vers ceux de f.

D’une part, selon 2.b), |up(n)| < M|zP, qui est le terme général d’une série convergente
indépendante de n, donc Zup converge normalement sur N.

D’ autre part, selon 2.c), pour p fixé, u,(n) tend vers £,z quand n tend vers +oo.

On peut donc appliquer le théoréeme de sommation des limites qui dit que ngzp converge
et



+ 00

+00o
> up(n) e pZ:(:)szp.

p=0

+oo
Mais par définition, )" u,(n) = f,(z), qui tend vers f(z) quand n tend vers +oo.

p=0 +oo
On en conclut que f(z) = Z 0,zP, ce qui montre bien que f € A (on sait déja que f est
p=0

continue sur Dy).
Les polynoémes sont évidemment dans A et donc par le ¢), une suite de polynémes qui CVU
dans A aura sa limite dans A.

Donc si on prend une fonction continue sur Dy qui n’est pas dans A, elle ne sera donc pas
limite uniforme de polynomes sur Dy.

Par exemple : f:z — |z| dont la restriction & R n’est pas dérivable en 0.
a) Pour ze Dy, rze Dy, c D, donc f,,(2) et f(2) sont bien définis.
La fonction f;.,, est continue sur Dy par composition car g, est continue sur Dy, c D.
+oo +o00
En notant pour z € D, g,(2) = Z anpzP, il vient f,.,(z) = z an,pr’2P, donc fr, est

p=0 p=0
développable en série entiere sur D, et finalement f, , € A.

La variable rz décrit Dy, quand z décrit Dy donc | frn — frleo = ||(gn - 9D,
vers 0 par hypothese.

o qui tend

On conclut bien que (f,) converge donc bien uniformément vers f, sur Dy.
b) Grace au a), on peut appliquer le résultat du 3) qui nous dit ici que f, appartient a A.

+o00
On peut donc écrire, pour z € D, fr.(2) = > a,,2".
n=0
En notant D, le disque ouvert de C de centre 0 et de rayon r, cela se réécrit :

+00
VzeD,, g(z) = Z r " ap 2"
n=0
Considérons maintenant r et s dans ]0,1[ tels que r < s.
+o0o +o0o
Pour 2 € D,, g(z) = Z T a2 = Z s "asnz". Par unicité du développement en série
n=0 n=0

entiere, r~"a, , = s "as,, pour tout neN.
Autrement dit, r "a, , ne dépend en fait pas de r et on peut le noter simplement a,,.

+ 0o
On obtient alors : Vr€]0,1[, Vz € D,, g(z) = Y an2", ce qui signifie simplement :
n=0

+ 00
VzeD, g(z) =), anz".
n=0

On a bien montré que g est développable en série entiere sur D.

Partie II : densité pour les polynémes de Laguerre

1.

a) Soient (f,g) € H? et (a,f) € R%. Par définition, les fonctions fi : t = f(t)e™*/? et

g1 :tw g(t) e ? appartiennent & Z?(R,,R) nC(R*,R).
N.B. Le fait que Z?(R,,R) nC(R*,R) n’est PAS clairement écrit dans le programme donc ;

+

[ gi(t)?
2 2

Ereprendre la démonstration du cours : inégalité |f1(¢)g1(¢)| <

Par conséquent, af; + g1 € Z%(R,,R), ce qui signifie que af + Bg € H. Ainsi H est donc bien
un sous-e.v. de C(R,,R).



b) Toujours d’apres le cours, la fonction fig; : t = f(t)g(t) e appartient & Z*(R,,R) donc
(f | g) est bien défini.

Il est alors clair que lapplication (- | -) est bilinéaire, symétrique et définie positive (stricte
positivité de I'intégrale pour les fonctions continues). C’est donc un produit scalaire sur H.

N n (-1)F (n

2. A Taide de la formule de Leibniz, on obtient facilement Ly, (t) = (-1)" )" %(k;)tk

En particulier, L,, est bien un polynéme de degré n. k=0

3. a) On raisonne par récurrence finie sur k.

- k=0 : légalité demandée est la définition de (L, | Ly,).

k= k+1 7Y est de la forme t o t**1Q, (t)e7t, out Q, est un polynéme, donc
Lg,]f) %" *1) gannule en 0 et tend vers 0 en +oco. L’égalité au rang k+1 s’obtient alors par intégration
par parties < a crochet nul ».

b) - Appliquons le a) avec m <n et k =n. Comme L,(ff) =0 selon 2, on obtient (L., | L,) = 0.
1 +o00

- Prenons maintenant m =n = k. Il vient |L,|?* = = f LY (t) 7, (t) dt.
n! Jo

1 n
Mais selon 2., L, est de degré n et de coefficient dominant — donc L{ = 1 et |L,|* =
n!

1 +0o0
= thetdt=1.
n!Jo
Ainsi, (L, )nen est une famille orthonormale de R[ X ], et c’en est aussi une base puisque pour

tout n € N, deg(L,,) =n.

4. a) De facon évidente, e, € H < a > -1/2.

1
b) (Ln|eq) = (- ) [ e~ (M (#) dt. n intégrations par parties " crochet nul’ donnent :
' Jo

(L | €a) (Gl fome“”wn(t) dt

n!

_ (_1)nan f+<>0 tne—(1+o¢)t dt = (_l)nan f+ ne=u g (( 1)n "
0 0

n! n!(1+a)nt! 1+a)m+l

a? 9 1 1 1
<let 0<—— <1, dou Z(L | ea)” = .
+a (1+a)? = (1+a)2 1- 2" T+2a

(1+a)?
1 2
1+2a leal®.

Pour n € N notons p,, le projecteur orthogonal de H sur R, [X].

1
a> —3’ donc -1<

¢) Remarquons d’abord que

Comme (Ly,)o<k<n est une base orthonormale de R, [X], pn(ea) = Y. (Lk | €a) Li et |pn(eq)|? =
k=0

n 9
Z(Lk [ €a)”.
k=0
D’autre part, d’apres le theoreme de Pythagore ||ea 12 = [pn(ea) | + |ea = Pnea)|*-

Finalement, |e, — pn(ea)|? = , qui tend vers 0 quand n tend vers I'infini

d’apres b).
La suite (pn(eq)) converge donc vers e,. Comme p,(eq) € R,[X] c R[X], cela prouve que
eq € R[X].

5. a) Soient f € H et € € R]. Fixons A € R, tel que [4+oo f(t)%etdt < &* puis définissons g
sur R, par :

g(t) = f(¢t) sur [0,A], g(t)=(A+1-¢t)f(t) sur [A,A+1], g(¢t)=0 sur [A+1,+o0].

Par construction, g appartient a K ; de plus :

1f—gl? = fAA”(t—A)?f(t)%-t dr [T p@retars [T et dr< e, done |f gl <.

Cela prouve que f € K et donc que K est dense dans H.



b) Comme f € K, il existe n €]0,1] tel que F est nulle sur 0, n].

F peut donc se prolonger en une fonction continue sur [0,1] (que 'on note encore F).
Par le théoreme de Weierstrass, il existe P € R[X] tel que : Vz € [0,1], |F(z) - P(z)| <e.
Posons alors, pour t € Ry, g(t) = P(e™).

Par construction, g € V et pour tout ¢t € Ry, |f(t) - g(t)| = |[F(e™) - P(e™")| < e.

+oo +0oo
Enfin, | f - g|* = [ (f(t)—g(t))Qe_t dtSEQf etdt=¢% donc |f-g| <e.
0 0

c¢) On sait que Vect((Ly)nen) = R[X], donc il s’agit de démontrer que R[X] est dense dans
H.

Soit (f,e) € H xR*. Selon a) et b), on peut trouver g € K puis h € V telles que ||f - g| <¢ et
lg—hl<e.

n
On peut écrire h = Z Arex pour un entier n et des réels A\ convenables.
k=0
Selon 4.c), chaque e; appartient & R[X] et il est facile de montrer par le critére séquentiel
que Padhérence d’un sous-e.v. est aussi un sous-e.v.; par conséquent, h € R[X] et il existe donc
P eR[X] tel que |h-P|<e.
L’inégalité triangulaire donne | f - P| < 3¢, donc f € R[X] et R[X] est bien dense dans H.




