D.M. 10 : Inversion de Fourier, solutions

1)a) (i) Soit f e L' et F(w,t) = f(t)e 2™t

e Pour tout « € R, t — F(z,t) est continue par morceaux et intégrable sur R car |F(z,t)| = |f(¢)]
et fell

e Pour tout ¢t € R,z — F(x,t) est continue sur R.

D’apres le théoreme de continuité sous le signe intégrale de Lebesgue, ’ ]?est continue sur R ‘

—_ +oo .
(ii) Pour tout z € R, |f(x)| < f |£(t)].]le 2™ |dt par inégalité triangulaire sur les intégrales,
et donc comme |e” 27| = 1,

Vo e R, [f(z)| < ||l

Donc

FeBR) et |flloo < [IfIL (*)-

Par linéarité de I'intégration, F est linéaire entre L1 et Cg et I'inégalité (*) montre que

’ F (LY ) = (ol loo) est continue.‘

1) b) Soit f = 1(4,4]. Alors pour tout x € R,

b .
f(f)(d?) _ f e—Qzﬂtxdt
Soit = € R*, alors

1 —2intz ]l 1 —2imax —2imbx
FD@) " 2inx [e o ]“: 2imx (e —e )

Dans le cas particulier ot f =1[_, 4], la formule précédente devient :

F(1[-q,a))(z) = 7r71x sin(2max) = 2a.sinc(2rax)

ou sinc (u) :=sin(u)/u pour u # 0 et sinc(0) = 1.
Siz=0et f=1[y) alors:

b
FHO) = [ 1=b-a,
a
et dans le cas de f=1[_,, alors :

F(f)(0) = 2a = 2asinc(0)

Donc dans ce cas on a donc ’ F(f):x~ 2a sinc(2max) |, sur R entier.

1
1) ¢) Soit a =1/(27). Par ce qui précede F(1[_q,q]) : T+ §sinc(a:).
Montrons que la fonction sinc n’est pas intégrable sur R.

+o00 3
Il s’agit de montrer que / |M|dac = +00.
0 x

(n+l)m g +o0
Notons u,, = f sin(z) |dx on va montrer que Z Uy, = +00.
nm X n=0
sin(t)

Pour ¢t € [n7, (n + 1)7], |

1 ) 1 (n+l)m ) 2
|> —|sin(t)| donc up > — f |sin(t)|dt = — TGSD
nm nm Jnm nm

Donc ¥ |u,| DIV et la conclusion : F(f) n’est pas intégrable pour f =1_, q7).
1) d) On a vu a l'inégalité () du 1) a) que :

Ve LY ®R), IIF (Dl <I1f1l ]




On sait donc déja que la norme d’opérateur de F vérifie :
17l <1 (1)
D’autre part, si on fixe un a > 0 et qu'on considere f =1[_, 4] alors d’'une part
a
Il = [ 1dt=2a @)
—-a

et d’autre part, par le calcul du 1, b) on sait que :

Va0, |F(F)(2)| = % sin(2maz)| < 2a = F(£)(0)

donc
IF(F)llee = 2a (3)
Avec (1), (2), (3), on conclut que :
171l =1
2) a) fi est continue par morceaux, fi(t) =0sit<0etsit>0, |f(t)] = e Re(®)? L 0(t‘2).

Donc f; € Z*(R,R) et f; est bien défnie.

a+ 2tz

. +00 ) —t(a+2imz) TH° 1
Vo e R, fi(x) = [ e 2wt gmat gt — [_e - ]
0 a+2izm |,

2) b) On montre de méme qu’au a) que fo et f3 sont intégrables au sens de Lebesgue.

On calcule de méme 1

Vo € R, f;(l‘):m,

et comme f3 = f1 + f2, on en déduit par linéarité de F que :

2a

faz=fitfaizr ——o—.
Fo=fithrom o=

3) a) Avec les notations de 1.a.
oz~ F(x,t) est de classe C* sur R et

oFF ok
Vke[1,n], W(x,t) = (-2imt)"F(x,t) donc
x

oFF
M(x,t)‘ =27 |t" £ (1))

e On déduit de 'égalité précédente, et de 'hyp. de I’énoncé que toutes les t — %(m,t} sont
majorées, indépendamment de x, par une fonction intégrable sur R qui est t — 27r|tk f (t)| On en

déduit par théoreme de dérivation des intégrales & parametres (dérivation sous le signe intégrale)
que f eC*"(R,C) et que :

Vk € [0,n], Vz € R, F®) () = fR =2 (L9 VR £ (1)

Ainsi

F = F(gn) ot gn it (<2itm)" ().

3) b) Soit n comme dans I’énoncé, montrons par récurrence finie sur k € [0,n] que la propriété
H (k) suivante est vraie :

H(k) : Yz eR, f#(z) = (2inz)* Flz).



e Initialisation pour k = 0 triviale.
e Hérédité : supposons H (k) vraie pour un k <n— 1, montrons que H(k + 1) est vraie.

Remarque préliminaire : Comme f**1) ¢ Z(R) par hyp., on a f FED s e R Cest-

Tr—+o00

a
a-dire, d’apres le lien intégrales primitives pour les fonctions continues f) (z)-f*¥)(a) — ¢ €R.
xr—+oo

De méme pour z — —oo.
Donc f*) a une limite finie en +oo, mais comme elle est intégrable cette limite est forcément
nulle.

— +00o .
On peut alors dans f(k+1)(x) = f FED ()22 4t effectuer une LP.P. avec

v(t) = e 2™ = /(1) = —2imwe 2"t

{wu) = () < u(t) = fR(2)

—2imtx

LP.P. possible directement dans l'intégrale généralisée puisque le terme de bord u(t).v(t) = f*)(t)e
admet une limite finie en +oo, qui est nulle.
Par I.P.P., on obtient donc :

FED (2) =0~ f " (<2ima) fO (e gt = (2ima) O (a).

et par application de H(k), on obtient alors H(k + 1), ce qui donne I’hérédité.
La récurrence est établie, la propriété H (k) est vraie pour tout k € [0,n].

3) ¢) On remarque que V t € R, f4(t) = m(—%mt)kﬁ(t). De la question 3) a) on déduit

que :
1

VzeR, fu(z) = T 2im) (ﬁ)(k) (z)

et avec le calcul de ]?1 fait a la question 2.a) on conclut que :

- 1
VzeR, f4($):m

4) On a vu au 1. a) que pour f € .Z! on a f e Cp. Or le produit d’une fonction dans £ par
une fonction c.p.m bornée est dans £ car elle est c.p.m. et avec les notations ici

VieR, [f(t)g(t)] < M.[f(?)]

ou M =|[glle et t = M.|f(t)| est intégrable.
Ainsi f.§ est £ et de méme pour g.f € £ pour les mémes raisons en échangeant les roles de

fetg.

La formule d’échange admise repose sur le théoreme de Fubini pour les intégrales doubles, qui
n’est pas au programme, qui dit qu’on peut sous certaines hypothéeses raisonnables d’intégrabilité,
échanger 'ordre d’intégration et écrire :

[1a= [a@a@ae < [ 5@ [ e dnda= [ ([ f@gt)e b
e [ r@ee  dnyde= [ g@)( [ f@)e T dwat

=4 fR 9f.

5) a) D’apreés le 2) b) avec a = 2% dans f3, on a :

n

(@) = ——
() (1 +n222?)



On fixe un t € R. Comme g, est intégrable, c’est aussi le cas de Gy, : z = g, (2)e?™* qui a

méme module que g,, et on déduit de 4) appliqué & f et G, :

[ @au@e ™ de = [ )T (w)dy. (4)

Or par définition de la tranformée de Fourier et de G, :
Galy) = [ Gu(@)e ™ Vda = [ gu(a)e ™0 Ddz = G (y-1). (5)

5) b) On fixe t € R. Pour tout n € N, notons ¢, : z € R = f(2)gn(z)e2 .
2imtx

e la suite de fonctions (¢, ) converge simplement sur R vers la fonction ¢ : z — f(m)e qui
est continue par morceaux sur R.
e Pour tout z € R et n e N*, f(z)gn(z)e%”ﬂ < |7(z)|, majorant indépendant de n, et £ par

hypothese.

Donc d’apres le théoreme de convergence dominée de Lebesgue :

| F@ga(@e ™ de — FF(@).

+o00 d 1 +o00o d
5) ¢) (i) Avec le résultat du a), on calcule L f B f Y Viale changement
-0 14+n222 7 J-00 1+u?

de variable u=ne. 1
Donc f Gn = —[arctan(u)]*2 = 1.
oo ™

(i) Suivant I'énoncé, on peut écrire :
L@u-0ay-10) = [ F)FE@-0dy- 1) [ F@w)dy par ()
Af(y+u)@(u)du—f(t) ng’;(u)du par chgt de var.

[0 - )z (6)

Soit € > 0. Comme f est continue en ¢, il existe un 1 > 0 tel que :
silul<n alors |f(t+u)- f(t)|<e. (7)
On décompose alors le second membre de (6) en :
LUen—sem@du= [ (fen =~ fe)GR@ds [ G ) = f@O) @) ()

Par (7), et positivité de g, (cf. calcul du 5)a) on a pour tout n e N :

/‘;lgn|f(u+t)—f(t)|.|g;L(u)|dUS€L

[ul<n

gn(u)du<e /Rg’;(u)du =€ 9)
D’autre part, )
£) f . Cu)du] =[]~ Arctan(nn)) (10)

par le calcul explicite de primitive de §,, et enfin par positivité, parité de g, et décroissance sur
R* :

[, G wFmdul s [ 1fG0lFe) <@ [ 1 ulde <@l 01

Or dans (10) et (11) les deux majorants tendent vers zéro quand n — +oo, donc par inégalité
triangulaire, il existe un ng € N tel que :

vnzno | [ (fQuet) = ()G w)dul < e (12)



Par (8), (9), (12), on a bien montré que :

Vinzno, | [ (FQurt) = FO)T (] <22

c’est-a-dire par (6) que :
fR F@)gn(y-t)dy — [f(t)
Par a), b) et 'unicité de la limite, on conclut bien que F(f)(t) = f(t) ouf!
2 2
7)a) Par linéarité de la transformée de Fourier, ]—"(% - %) = ]—"(%) - ]:(%) donc ici :

0%u

ou
f(a -F @)—O (13)
Or pour chaque (t,y) € R?, par 3) b) a t fixé :
0%u .2 2 2
F(52) () = Qimy)"Fu)(ty) = ~4n7y"F (u)(t,y) (14)

Ju ou ;
D’autre part, par définition : f(a)(t,y) = f E(t,x)e_z”mydx.
R
En admettant que les hypotheses du théoreme de dérivation sous le signe intégrale soient

ou
vérifiées (essentiellement que = — a(t,x) € "), on obtient :

% _ g -2imxy _ @
FGOty) =5 [ ulta)e ™ vda = 2 (t,y) (15)

Avec (13), (14), (15), on obtient :

(1) + AT P F () (1,9) =0 (16)

Pour chaque y fixé, ceci donne un E.D. du premier ordre en la variable ¢t que ’on sait résoudre
en :
Ve R, @t y) = @(0,y)e Y

Pour obtenir la formule de 1’énoncé, reste & remarquer que %(0,y) = @y(y) puisque la T.F. se
fait a t fixé, ce qui donne bien :

—4n2q2?
at,y) = @(y)e ™" (1)
7) b) En partant du second membre de (}) :

—4r2y>t

@ (y)-F(F(z =7 1))(y)
(f(uo * F(x e’477212t)) (y) par la prop. admise au 6)

in(y)e

et par injectivité de F (avec le théoréme d’inversion), on conclut bien avec (1) que
u(t,z) = ug * Fy = e_4ﬂ2y2t)(x).
En écrivant u = F(@), on obtient :
u(a,t) = (F(@) » Fly > 7)) a). (17)
. D’autre part, ’exercice de la planche sur la transformée de Fourier d’'une Gaussienne se généralise

facilement pour montrer que :
2

sia>0 et g(x) =exp(—az?) alors F(g)(y) = \/fe‘";y .
a



Donc en sens inverse si h(y) = e Y alors F(h)(z) = \/gexp(—axQ).
77

Ici avec a = 1/(4t) dans la formule précédente, on obtient dans (17) :

u(@,t) = (uo * g:)(x)

avec g; : T exp(-z?/(4t))) autrement dit, par déf. de. la convolution :

1
Vit
u(t, z) = o(z—y)e™ 1Dy

1
— [ u
Vart fR



