DM 7 : Suites et séries de fonctions, solutions

Probleme 1 : un théoreme d’approximation uniforme dia a
Korovkin

Partie I

1. a) Si f<g, lafonction g - f est positive, donc L(g - f) est aussi positive.

Mais par linéarité, L(g— f) = L(g) = L(f). On en déduit que L(f) < L(g).

b) On a toujours —|f| < f <|f], donc d’apres a) —L(|f]) = L(-|f]) < L(f) < L(|f]).

Cet encadrement se réécrit |L(f)| < L(|f]).

¢) On a évidemment |f| < No(f)po, donc a) et b) donnent [L(f)|< L(|f]) < Neo(f) L(po).

Par conséquent : Va € [0,1], |L(f)(2)] £ Noo (f)|L(p0)(2)] € Noo (f)Neo (L(p0))-
Le dernier majorant ne dépend pas de @, donc Neo(L(f)) € Neo(L(p0)) Neo(f)-
1’

NOO(L(pO)) est une constante, donc on en déduit par théoréeme que I’endomorphisme L est
continu.

2. a) Etant continue sur le segment [0,1], f est uniformément continue d’aprés le théoréme
de Heine.

L’existence du réel a ayant les propriétés demandées résulte de la définition méme de la conti-
nuité uniforme.

b) Distinguons deux cas :

-si |t—x|<a, alors |f(t) - f(x)|<e<e+ M (t-x)2

-si|t-a > a, alors |f(t) = f(2)] < |f )| +|f(2)] 2N (f) = Ma? < M(t-)? <e+ M(t-z)2
c¢) Posons u = |f—f(x)p0| et v =epg+ M(p2 - 2zpy + 2°po).

On constate que, pour tout ¢ € [0,1], u(t) = |f(t) - f(z)| et v(t) = e + M(t* - 2t + 2?) =
e+ M(t-x)2

Le b) se réécrit donc : Vte [0,1], u(t) < v(t). Cela signifie exactement que u < v.

Partie II
1. a) On applique I.1.a) et b) a 'inégalité du I.2.c) : il vient :
|L(f - f(z)po)| < L(|f - f(x)po|) < L(epo + M(p2 - 2xp1 + 2%py)).
D’oun, par linéarité de L :
[L(f) = f(2)L(po)| < eL(po) + M(L(p2) ~ 2xL(p1) + > L(po))-
b) Par inégalité triangulaire : |L(f) - f(x)po| < |L(f) - f(a:)L(pO)| + |f(a:)||(L(p0) —p0)|.
On majore le premier terme du second membre avec 'inégalité du a), puis on récrit e L(pg) sous
la forme epg + E(L(po) —po), que I'on majore par epg + 5|L(p0) —p0|.

¢) On remarque que :
(L(p2) - 2zL(p1) + 2°L(po) )(x) = L(p2)(z) = 22 L(p1) () + 2?L(po)(x) = (L(p2) - 2p1L(p1) + p2L(po) ) ().
L’évaluation en z de I'inégalité du b) donne donc :
IL(f)(z) - f(@)] <e+ (|f ()] +e)|(L(po) = po)(2)| + M(L(p2) - 2p1 L(p1) + p2L(po) ) (z).
On a donc, a fortiori :
IL(f)(@) = f(@)] < e+ (Noo(f) +€) Noo L(p0) = P0) + M Noo L(p2) = 2p1L(p1) + p2L(po)).-

Cette inégalité est valable pour tout z € [0,1] et son second membre ne dépend pas de z. On a
donc bien :

Noo L(f) = f) <€+ (Noo (f) +€) Noo L(po) = p0) + M Noo( L(p2) = 2p1 L(p1) + p2L(po)).



2. a) [Ip1Ln(p1) = pillee = Ip1-(Ln(p1) =p1)lleo < lI1lloo-|[ L0 (p1) = p1)lloo par multiplicativité de
la norme infinie.
Donc par majoration |[p1Ly(p1) = pille — 0 donc (p1 Ln(p1)) CVU vers pf = po.
n—+oo

De méme (pg Ln(po)) CVU vers papg = pa.

Par somme de limites dans I'e.v.n. (E, || || ), la suite (L, (p2)=2p1 Ln(p1)+p2 Ly (po) ) converge
uniformément sur [0, 1] vers ps — 2ps + p2 = 0.

Remarque : 'argument précédent pour la CVU piL,(p1) et poL,(po) était en fait aussi un
produit de limites dans 1'algébre normée (E,+, %,.), || |lco)-

b) En appliquant le 1.c) & L,,, on obtient, pour tout n e N :

Neo( L (f) = F) S €+ (Noo(f) +€) Noo( L (p0) = P0) + M Noo L (p2) = 2p1 Ly (p1) + p2Ln (p0))-

D’apres le résultat du a) et I’hypotheése sur (L), le second membre de cette inégalité tend vers
€ quand n tend vers l'infini ; il sera donc inférieur ou égal a 2¢ a partir d’un certain rang et, a partir
de ce méme rang, on aura bien Noo(Ln(f) - f) < 2e.

¢) On a finalement montré que, pour tout ¢ € RY, il existe un rang & partir duquel Noo(Ln( -

f) < 2e.

Cela signifie exactement que la suite (Ln( f )) converge uniformément vers f sur [0,1].

On a ainsi démontré le théoreme de Korovkin.

e Partie III

1. La fonction By, (f) est polynomiale donc continue.
I est immédiat que B, (Af +pg) = AB,(f) +uB,(g) et que B,(f) est positive lorsque f l'est.
B,, est donc bien un endomorphisme positif de F.

n! n(n-1) el

= =n(5,)-

Et(n=-k)! (k-1)!((n-1)-(k-1))!
I s’ensuit que, pour 2 <k <n, k(k-1)(}) =n(k- 1)(2:1) =n(n- 1)(2:;)
b) On utilise la formule du binéme et les égalités établies au a) :
= Ba(po) (%) Tico () (1 = 2)"* =1, done Bu(po) = po-

k . .
- Pour n>1, By(p1)(x) =Y}, (Z) ;xk(l —x)" k= 1:2?2_01 (";1) 2/ (1 -2)"19 =2, donc

2. a) Pour 1<k<n, k(})=k

Bn(p1) =p1
Par ailleurs Bo(p1) = 0.
- On suppose n > 2. En écrivant k% = k(k - 1) + k, on obtient d’abord :
n n k2 n— n n k(k_l) n— n n k n—
By (p2)(x) = ko (k) e} a(1-2)"F = ¥, (k) 7 b (1-z)" Y, (k) e} aF(1-z)" k.
En utilisant maintenant le a), il vient :

n-1)z2 "2 fm— . o T el fme . s x -2
Bu(p)(@) = P o 02y 1y gt (47 (-t e T

1
Finalement, pour n > 2, B, (p2) = p2+ — (p1 —p2)- On a directement Bi(p3) = p1 et Bo(p2) = 0.
n

3. Les résultats obtenus au 2.b) montrent immédiatement que les suites (Bn(po)), (Bn(pl))
et (Bn(pg)) convergent uniformément sur [0, 1], respectivement vers pg, p1 et ps :

. ) 1 1
pour B, (p2) il suffit de dire que ||ﬁ(p1 - p2)|leo = ﬁle - polleo €t comme ||p1 — P2l est

indépendante de n, on a ||l (p1 = p2)l|oo 0 0.

Comme B,, € Z*(FE), le théoreme de Korovkin s’applique; il en résulte que pour toute f € E,
la suite (Bn( f )) converge uniformément vers f sur [0,1].

De plus, comme on I'a déja remarqué, B, (f) est en fait une fonction polynomiale. On a donc
en particulier démontré que toute fonction continue de [0,1] dans R est limite uniforme d’une suite
de fonctions polynomiales.



Probléme 2 : développements eulériens pour sh(z)/z ou x/sh(x)

1. a) P, est de degré 2n — 1 et de coefficient dominant 4n.

1+ 2z\2n
b) 1 n’est pas racine de P, donc l’équation P,(z) = 0 se réécrit (1 Z) =1, c’est-a-dire
1+2
€ U2n-
1-2

1+ . ; ;
Cela donne — = = eI puis z (1+e* /™) = e 7/" _ 1 avec k € [-(n—1), n], et finalement :

2isin(kw/2n) eF7/2n
z= .
2 cos(km/2n) eikm/2n
La fonction tangente étant strictement croissante sur |- 7/2, 7/2[, P, posseéde 2n — 1 racines
distinctes.

k
= itan —, avec k € [-(n-1),n-1].
2n

n—1 n—1 n—1
c¢) De a) et b) on déduit : P, = 4nX H(X —itank—ﬂ) H(X+itank—7r) = 4nX I—[(X2 +
k=1 N7 k=1 2n k=1
tan? k—ﬂ)
2n

2. En identifiant le coefficient de X dans la forme initiale et dans la forme factorisée de P,, on
n—-1 k
obtient H tan? o 1.
k=1 2n
(On peut aussi remarquer que dans ce produit, les facteurs d’indice k et d’indice n — k sont
inverses 'un de l'autre.)
T T \2n T \2n . _z
3. a) Pn(%)—(lJr—) —(1—%) — ¥ —e ¥ =2shuz.

n—>+o00

" n=l, .2 , b n-1 x? cotan? o
b) Selon 1.c) et 2., Pn(%) =2x g(@ + tan %) =2x ]1:[1(1 + 4712)

Le résultat demandé découle alors directement du a) (en traitant & part le cas évident ou x = 0).

km
22 cotan? — 1

T
2 D o, sur ]0,5[7 0 < cotanu < —,
n

4. a) Supposons d’abord n > k. 0 < ug(n) <
u

2
donc 0 < ug(n) < FErch

Le de2rnier encadrement est évidemment encore valable si n < k.

z

X . c 1z N .
122 est une série convergente indépendante de n, d’ou la convergence normale demandée.
0
1 z?
b) cotanu ~y9 —; donc ug(n) — ln(1+ )
u n—+oo k‘27'r2
¢) Par passage au logarithme, 3.b) se rééerit : Y721 up(n) = £33 up(n) — -In(f(z)).
n—+oo

Mais par ailleurs, d’apres a), b) et le théoréme de sommation des limites, le membre de gauche

o xz ) ) C e ..
converge vers Y721 1n(1 + 22 ) ; d’ou le résultat par unicité de la limite.
s
k27T2

Tw) — 1n(f(a:)) Par continuité de l'exponentielle,
T m n—+o0o

d) Selon c¢), ¥y ln(

-7 f@)

2 2.2 no
A2 22 1 k202 noroo

A
5. a) Par décomposition en éléments simples, F}, peut s’écrire sous la forme Y72} XLIQZ)Q’
+ k%m
pour des Ai(n) convenables.
) ((n-1)1)" 72(n=1) ((n-1)1)" 72
La méthode "du cache’ donne A (n)=—— = — —
[T (Pr*-%°7*)  JI G-k) [] (i+k)
i=1,i%k i=1,i%k i=1,i%k



n-1 n-1
On calcule ensuite ] (i-k) = D) k-1 (n-k-1)! et [] (i+k)=

i=1,i%k i=1,i%k

2k2((n - 1)!)2 2
D1 (n-k+1)!(n+k+1)!
b) L’évaluation en 0 de I’égalité du a) donne Y7) ax(n) = 1.
6. a) F,(z?) e f(z) d’apres 4.d).

k*m2ag(n) z2ay(n)
. 2y _ vl k _vn-1 k _ n—1 _
b) Selon 5&) et 5b) : Fn(.’ﬂ ) = Zk::l m = Zk:l ak(’fl) —m = 1+Zk:=1 Uk(n) =

1+ 305 vk(n).
+00

Le a) donne alors f(z) =1+ lim ( > vk(n)).
n—+oo k=1

(n+k-1)!
2k k!

Finalement, Ag(n) = = k?m2a(n).

pog (n=Fk)x...x(n-1)
nx..x(n+k-1)"

c¢) Le raisonnement est le méme qu’au 4. Pour n > k, ar(n) = 2(-1)

donc :
2 (~1)ka?

e D’une part, & k fixé, ar(n) — 2(-1)*! et donc vx(n) — PO
n—+o0 n—+oo I ™

ar(n)| <2, donc |ug(n)| <

valable si n < k.
2

x? + k272

> v converge normalement sur [2, +oof.

On peut appliquer le théoréme de sommation des limites en +oo :

; cette inégalité est évidemment encore

D’aut t s
e D’autre part, ;

2. 122
2+ k2n

Comme Y, est une série convergente indépendante de n, on en déduit que :

+00 +00 2(—1)k$2

Z vg(n) —

N 2, 122
n—+oo o g2 4+ k27

k=1
Le b) peut al b la f flz) =1+ X5 2(-D*?
e eut alors se réécrire sous la forme : f(z) = 3
P Rl 4 k22
22 a2 1 2 2 ) ) .
7. a) R ) et 0< 122 < = <1, par conséquent :
1+ 22
1,2 ~ 1,2 oo N IQ n oo (_l)n—lz2n
22 1 k2n2  k2q2 YnZo(=1) (k:2772) =Xn-1 E2ng2n
2(-1 n+k—1x2n
b) Pour (n,k) e (N*)?, posons 7, x = (klﬁ
Compte tenu du a), le 6.c) se rééerit f(z) =1+ Z;:(Z;Z’l Tn,k). (*)

. 22° . L L
Pour k fixé, 352 [rn.kl = T2 pr est le terme général d’une série convergente.
w2 -z

La suite double (r,, 5) est donc sommable, ce qui permet d’intervertir les sommes dans (*). On
obtient ainsi :
w (21" L (FD)F o 2(=1)"1S,
f($)=1+22=1( n it on ):1+ZZ=1 Tnx%'
¢) L’égalité du b) signifie que f est développable en série entiere sur | -7, 7[. En particulier,
f est de classe C'°.




