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a)

DEVOIR SURVEILLE 3 : CORRIGE

Exercice : Etude de la somme d’une série de fonctions

(-1)"
nl(z+n) "

Pour z >0 et n € N, notons u,(x) =

Pour tout n>1:0<

(T.G.S.C--
Donc par théoréme de comparaison ) |uy, ()| converge, donc )" u,, (x) est absolument conver-
gente et f est bien définie.

1 1 1
< — donc |u, ()] < — < —; terme général de série convergente
n n.n!l = n?

Montrons que S est de classe C! & l'aide du théoreme sur le caractere C! d’une somme de
série.
e (H1) par a), la série ¥, u,, converge simplement sur R},
e (H2) pour tout n € N, z + u,(z) est de classe C! sur RY (et méme C*) par théoréme
généraux.
e (H3) & vérifier : montrons que que la série dérivée ¥ u,, converge normalement sur tout
segment de R} .
Soit a > 0. Pour tout x € [a, +oo[, on a :

1
n!(z +n)?

1 11

vneN |ul(z)|= S alarnz Saznl

La convergence de la série ¥ 1 -5 garantit la convergence normale de la série de fonctions 3 uy,
sur [a, +oo[ donc (H3) est vérifiée et la conclusion suit.

Idée :

[Il s’agit de montrer que S(zx) — C €R*. Pour cela le T.S.L. s’applique}
Tr—>+00

(1)

—_1)n
, en posant v, (x) = D" @ . Alors :

On considére donc xS(x) = Z — ' -
T+n nl  x+n

e (H1) : e
. (HQ)
(@) = = —— <L Tasc
n' rz+n n!

Donc la série ) v, converge normalement sur R} en particulier uniformément.
Avec (H1), (H2) et le Théoréeme de Sommation des Limites (T.S.L.), on conclut que :

D

xS(x) = Zvn(z) - Z

n=0
Soit z > 0.

S@a1) =3 = S e T 2 e S 8 e ()

Sonl(x+n+l) Sinl(x+n) T+N
+o0o ( 1)

=(1-e )+x2

= (1—6’1) +x(S(:v)— %)

‘ nl(xz+n)

On obtient ainsi :



’S(x-r 1)=xS(z)-e!

e) Puisque S est continue (elle est de classe C* ), la relation (*) donne :

a:S(a:)—e’lw—_I)S(l) (*#)

Or 5 )
oo 1 n 1)" B
S(1) = Z i Z 1-¢ !
n=0 ) n=1
On en déduit avec (**) que : 2S(z) —e! - 1-e ! et finalement que :
xr—
1

Probléeme : Etude spectrale d’un opérateur de transfert

1) Soit f e CP. Par théorémes généraux, la continuité de f entraine celle de T'(f). De plus

r+1 r+1

Vo e R T(N(+ 1) = 3 (£ + faf24 1) = 5 (£S5 + £@12)) =T (@)

et T(f) est donc 1-périodique ce qui donne finalement T'( f) € C°.
2) Soit feCY; pour tout t on a || f(¢)] < | f]e- On en déduit que

Vo eR, [T(f)(x)] < % (f /2 +1f (@ +1)/2)D) <[l

c’est adire | T(f)[ o < [ f]loo- On en déduit la continuité de T, et I'inégalité sup sy 1 [7'(f) oo <
1.

De plus, pour f = eg,ona | fle = 1 et [T(f)]leo = [ f]loo = 1 ce qui montre que maxs|_ -1 [T'(f) /oo =
1.

3) Pour X vp non nulle et f vecteur propre associé, on a ||| fllec = |T(f)]eo < ||f]eo d’ol1 le
résultat en simplifiant par | f]e qui est non nul.

4) e Soit f € H?; le changement de variable u = 2:/2 donne

ff(m) dx=2/;1/2f(u) du

De méme, en posant u = (x+1)/2 on a

/01 F((z+1)/2) da = 2[1/12 F(u) du

En combinant ces égalités, on a alors

[ (@ de= [ du=o

et donc T'(f) € H°. H° est ainsi stable par T.
e On peut procéder par analyse-synthese, on obtient la décomposition f = f - ( fol feo +
(fo1 feo.

5) Le calcul qui précéde indique que P(f) = ( fo )

6) i) Par Euler, f(t) = sin(27t) = (e*7 - ¢727%) /24, On voit ainsi que seuls les coefficients de

Fourier de coefficients +1 sont non nuls, valant +1/2¢, puisque fol 2Rt gt =181 k=0, 0
sinon (en primitivant).



7)

9)

10)

11)

12)

13)

ii) La linéarité est celle de I'intégrale, la continuité vient de I'TT

lex ()] < [01 |f ()] exp(—2imkt)|dt < || f] oo, qui donne aussi |||ek||| < 1. On a enfin |||ck||| >
lek(er)| =1 d’ott le résultat.
On a T(ex)(z) = 3 (62““—% + eQik”%) = e“;” (1 +¢e™m) et ainsi T(ears1) = 0 et T(ear) = ex
Chaque élément d’une famile génératrice de E,, est donc envoyé dans E,, par T et ceci indique
que FE,, est stable par 'application linéaire T'.

Par ailleurs, fol er est nul si k#0 et vaut 1 si k=0 ainsi

Vk+0, Plex)=0 et P(eg) =¢eg

Comme I'm(P) = Vecteg c E,, pour tout n, la stabilité pour P est immédiate.

1 0 0 0 O
000 1 o0
La matrice de T, dans la base (eg,e1,e_1,e2,e9) est Mo ={0 0 0 0 -1|.Ils’agit d'une
0 00 0 O
0 00 0 O

matrice triangulaire, donc de valeurs propres les coeff diagonaux, ici 1 et 0 de multiplicités
respectives 1 et 4. Comme la matrice est clairement de rang 3, le ss-ev propre associé a la vp
0 n’est pas 4, d’ou la non diagonalisabilité de T,
Procédons par récurrence sur I'entier n.
-Pour n=1,%k=1. On a Ty = P, (ces deux applications linéaires agissent de la méme
fagon sur la base (eg, e1,e-1). Ainsi, pour p> 1, TV = PP = P, (grace a P = Py).
- Soit m > 1 tel que le résultat soit vrai jusqu’au rang n. Soit k I'unique entier tel que
2k=1 < < 2k, k' = k — 1 vérifie alors 2% 7! < [n/2] < 2% et par hypothese de récurrence,
Vg>k-1, T?=PF, Soit p>k;ona

Vf € Enu, T2, (f) =TI H(T(f))

Or, pour f € Enu1, T(f) € ELW,THJ c FE, et lidentité précédente s’écrit donc Vf e
Eni1, TP ((f) = TP (T(f)) Avec Phypothese au rang n, on a donc

Vf € By, T71:+1(f) = Pn(T(f))

Enfin, comme [01 f= [01 T(f) (vu en question 4) et avec la formule de P (question 4)
ona P(T(f)) =P(f) et ainsi P,(T(f)) = P(f) = Pos1(f) (pour f € E,,1). On a ainsi
VfeE,a, TP, (f) = Pos1(f) ce qui prouve le résultat au rang n + 1.
Soit f € CO. Par définition cx(T(f)) = 3 (fy 2™ f(§) du+ [, e 27 f(251) dxr) On pose
u = x/2 dans la premiere intégrale et u = (x +1)/2 dans la seconde pour obtenir ¢, (T(f)) =
car(f)

i) Par linéarité de I'intégrale.

ii) Par continuité de 'application linéaire g € C° jol fg, qui se prouve en écrivant
|f01 fgl< fol I llg] < llg]lco fol | £]- Si donc (g,,) converge vers f, (g,) tend vers f aussi (une
fo?ction et sa conjuguée ont méme norme infinie) et par continuité on a fol F@®)gn(t)dt -
Jo f(t)f(t)dt = 0 comme voulu. La fonction continue et positive | f|* a une intégrale nulle,
elle est donc nulle.

SiT(f) =0 alors la question précédente indique que Vk, cor(f) = 0. Réciproquement, si cette
propriété est vérifiée alors tous les coefficients de Fourier de T'(f) sont nuls et donc T'(f) Uest
aussi comme on 'a vu en Q11.

ker(T') est donc constitué des éléments de E dont les coefficients de Fourier d’indices pairs
sont nuls.

C’est 'inégaité des accroissements finis, appliquée a f(z) = €* dont la dérivée a un module
=1 (et donc > 1).
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e La fonction nulle est bien str hélderienne et 1-périodique et si f, g sont dans C* on a par

IT
A(z z)-A\ A T x
[Af( )‘*’MQ(‘r) y|af(y) pg(y)l < LS ()~ f(rx)lzlllf‘HQ( )=9(y)| < Ama(f) +|ul-ma(g).

e La positivité est évidente, 'axiome de séparation aussi. L’inégalité triangulaire vient de la
majoration précédente en prenant A = y = 1, puisqu’on avait obtenu mq(f + g) < mo(f) +
mq(g). Lhomogénéité peut se voir en écrivant que la borne supérieure des W, quand

If (@)= ()l

x et y varient, est égale & |\ fois la borne supérieure des E=e

Soit f € C*. On a (inégalité triangulaire)

1(5)@) - TN < 5 (196G - LI+ - 1))

Par définition de m(f), on en déduit que

1 T Y x+1 y+1a) mea(f) o
T T “ma(H)(1E-Y - - -
(@) =T W) < gma() (15 - Y +1 75 - L de) = alDy -y
T(f) (qui est dans C°) est donc dans C* avec mq(T(f)) < n;‘fff:) et C* est stable par T

D’apres la question précédente, |To(f)|la < ";‘fff ) 4 [T(f)]|s Avec la question 2 et comme

2@ > 1, on a donc

VieCh NTa(Pla <malf) + [ fle = [f]a

On note que ey € C* avec my(eg) = 0 et donce |leg|o. Comme T'(eg) = eg, I'inégalité qui précede
est une égalité pour eg. On a donc supy _1 [Ta(f)]a =1

On a |[M\ear(2)] < |A* Le majorant est indépendant de x et est, si |A| < 1, le terme général
d’une série convergente. Dans ce cas, Y (A¥eqr) converge normalement sur R. La fonction
somme fy est continue comme somme d’une série normalement convergente de fonctions
continues (c’était admis, on 'a vu lundi) et 1-périodique car limite simple d’une suite de
fonctions 1-périodiques. On a ainsi fy € C°

La question 7 permet de voir que T'(S,) = AS,-1 et la 2 montre que T est une application
linéaire continue au sens de |.|+. La suite (T'(S,)) est donc convergente au sens de ||. |« vers
T(fx). Par unicité des limites, on a alors T'(fy) = Afy et en évaluant en 0 (f,(0) =1/(1-X))
on constate que f) n’est pas la fonction nulle.

e On prend d’abord z,y tels que |z —y| < 1.
Comme le,(x) —ep(y)| < 2, on a par CvA et IT

3 Aulen (@) — exe (1)

k=n+1

+o00
<9 E: |A|k |A||A|n+l

k=n+1

Comme |\ <272+ ot que 27D < |z —y| on a [N < |z —y|* et

-y|*

3 M (ep(a) - egk@))‘

k=n+1

="

Par ailleurs, comme |e™® — '] < |z - y| on a aussi

|Shico Ak (e2n () = eax ()| < Do [N 25 wlar—y| < 27|a—y| T (2'7*)* Comme |z—y] < |z—y|*
(car |x —y| <1 et a€[0,1]) et on a donc

|Zhico M (ean () = ear ()] < 151wl —y[*

e Dans le cas |z — y| > 1, on majore brutalement par IT et il vient

1ix(@) = AW < 2] falloo € 2] 3] ool =yl

Tout ceci démontre bien I’ existence d’une constante C indépendante de z, y telle | f(z)-f(y)| <
Cle-y|* (C = max(1 T 21 —T=,2[|frlls0) convient).

19) On a déja vu que C* et H® sont stables par T.
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On montre par récurrence sur n la propriété T™(f)(x) =27" 22 oL (k27 + 227™) pour tous
feCletzeR
Pour n =0, évident.
Soit n > 0 tel que le résultat soit vrai au rang n. Soit f € C° et x € R. On a T (f)(x) =
T(T(f)(x) =27" Tieo' T(H)(R27" +227")
= 9-n-1 22 -1 (f(kQ_n_l + x2—n—1)
+ f(k27 i +3277 1+ 1))
Le changement d’indice j = k + 2" donne
n+1

Y2l p(k2 g2 %) = Z?=2n71 F(527" 1 + 227"71) et on peut alors regrouper les

sommes pour obtenir
n+1

Tn+1(f)(1') _ 2—(n+1) Zzz -
Notons xp = 227" + k27",
La question précédente invite & considérer 27" Y7 5" f(ax) - Xio ;k“ f(t) dt.

L F(k2- (D) 4 22-(+1)) e que nous voulions.

Pour f € C° relation de Chasles puis par 1-périodicité, on a

2"-1

> f F(t) dt = f;+1f(t) at= [ ") dt

il vient done [T (f)(x) - fy f(t) dt] < Tpgt | LS — [700 f () dt‘ Comme zp,q — 25 = 1/27,

2’71
ceci peut aussi s’écrire

2" -1

(P @) - [ () dil < )

f U (S - (1) dt‘

Si f eC?, la positivité de l'intégrale donne
27-1 2"-1

(1))~ [ 1) dil < S [ e ol S [ ma (e i

Pour t € [z, Tr41], |xr — ] <277 et ainsi
1 3 2‘%+1 _
(@) - [ F@ atl<ma(p2 [T dt=ma(f2
b1

Cette inégalité ayant lieu pour tout z, on a finalement (on peut écrire T' ou T, puisque l'on
est dans C®)

1
sup [T2(H() = [ £(8) dil <ma(f)2
z€[0,1] 0

La question précédente donne

T2 () oo S ma(£)27

Par ailleurs, l’application répétée de la majoration de m,(T(f)) vue en question 15 donne

ma(f)
on(a+l)

ma (T3 (f)) <
On en déduit que
1T ()l <ma( )27 + moc(f)2_n(a+l) < 21_nama(f) <2lne I flle

On a vu en question 17 et 18 que si [A] < 27 alors A est valeur propre de T, (de vecteur
propre associé fy € C%). Par ailleurs, 1 est aussi valeur propre (vecteur propre eg qui est bien
dans C?).

Réciproquement, soit A une valeur propre de T, différente de 1. Il existe f € C* non nulle
telle que T (f) = Af. f peut se décomposer sur D et H° en f =teg+g. T(f) = Af donne



alors teg + T'(g) = A.teg + Ag. Par unicité de la décomposition (on sait que T'(g) € H°), on a
donc Mteg = teg et T(g) = Ag. Comme A # 1, onat=0et f=ge H* Dapres la question
précédente,

v eN, NI fla =170 (Fla <27 fla

et donc (comme || f|n >0 et par croissance de 1'élévation a la puissance 1/n)
vneN, |A <2t/

En faisant tendre n vers +oo, on obtient |A\| < 27*. Les seules valeurs propres possibles sont
bien celles annoncées.



