DM 2 : Endomorphismes nilpotents et algebres de Lie, solutions

1) Généralités sur les endomorphismes nilpotents : bonnes révisions/
compléments !

Soit E un K-e.v. de dim. n et u e Z(E)

1) On suppose que u est nilpotent d’indice d. Démontrer que d < n.
Idée essentielle : Soit = € E tel que u? () # 0 (ce z existe car u~! #0).
Montrons qu’alors que (z,u(z),...,u?1(z)) est libre.
Soit Mg, ..., Ag_1 € K tels que Aoz + Adju(z) + - + Ag_jud™t(z) = 0.
Par Uabsurde si (Mg, ..., a-1) # (0,...,0) Soit s =min{k, A\ #0} : ona s<d-1.
On a alors A\u®(z) + -+ Ag_1u?™1(z) = 0. On applique u?1~*
on obtient :

a cette égalité. Par linéarité,

A (@) + s (@) o+ At @D (@) =00 ()

Dans cette somme tous les termes sauf le premier sont nuls car ©*(z) = 0 pour k > d.
Donc (*) devient :
AsuH(z2) =0
avec \s # 0 et u?(x) £ 0, contradiction.
On a donc bien montré que (z,u(x),...,u?"t(zx)) est libre.
On a alors une famille libre de d vecteurs dans E donc d < n.

2) Démonstration géométrique du fait qu’une matrice T.S.S. est nilpotente

a) Terminologie : La famille (V}) s’appelle le drapeau associé a la base de ’énoncé.
Par commodité, on convient de noter V k < 0, V;, = {0}. L’intérét de cette notation est
quavec 'hypothese u(Vy) ¢ Vi_1 pour tout k € [1,n], on déduit immédiatement par
récurrence que V k € [1,n], u™(Vy) ¢ Vi, = {0}.

En particulier u™(V,,) c Vp = {0} donc u™ = 0.

b) Si AeTSS,(K) et si ue.Z(K") est 'endomorphisme canoniquement associé.

Alors on constate immédiatement que u vérifie la propriété du (a) et donc u est nilpotent
et donc A est nilpotente.
Mieux, en fait A = Matg(u) est T.S.S. si, et seulement si, u vérifie la propriété du a).

3) Une démonstration du fait qu'un endomorphisme nilpotent peut étre représenté par une ma-
trice T.S.S. (comparer au cours du R3)

a) On suppose que u est nilpotent d’indice d. Montrer que :
{0} g keru ¢ keru® ¢ -+ g keru®! ¢ keru? = E.

e On montre d’abord que pour tout k € N, ker(u*) c ker(u**1) :

soit = € ker(u*). Alors u**1(z) = u(u®(z)) = u(0) = 0 donc z € ker u***.
e Ensuite on montre que si pour un 7 € N on a ker(u") = ker(u"*1)
on a ker(u¥) = ker(u**1)

Par récurrence immédiate, il suffit de montrer qu’ici keru™*' = keru”*2. Par le point
précédent, il suffit de montrer que ker u™*? c keru™*!.

Soit x € keru™2. Alors, u"*?(x) = 0 donc u"*!(u(z)) = 0 donc u(x) € keru"*! mais
comme keru™*! = keru” on obtient que u(z) € keru” et donc que u”"™'(z) et on a bien
montré que x € keru™tt.

alors pour tout k > r,

e Ici pour u nilpotent d’indice d, on a ker(u?) = F mais ker(u?™1) # F car u?~! # 0. Ceci
suffit pour étre str que toutes les inclusions précédentes sont strictes.



b) En reprenant les notations introduites plus haut, en déduire qu’il existe une base (e1, ..., ey)
telle que pour tout k€ [1,n], u(Vi) c Vi_1.
Soit (€1, ..., ek, ) une base de ker(u) qu’on compléte en une base (€1, ..., €k, , €k 41 - - - €ky)
base de ker(u?). On itére cette construction pour définir une suite

1<ki<kog<---<kyg=n

telle que : .
Vie[l,d],(e,...,ex,)est une base de keru’.

Comme ker(u?) = E, la famille (ey,...,e,) est une base de E.

On pose encore kg = 0.

Soit alors k € [1,n] et soit ¢ 'unique entier dans [1,d] tel que k;—1 < k < k;.
Alors Vi, = Vect(eq, ..., ex) c Vect(er,..., e, ) = keru’.

Donc u(Vy) c u(keru’) c keru'! = Vect(ey, ..., e, ,) c Vect(er,...,ex-1) = Vi_1.
On a donc bien montré que pour tout k, u(Vx) ¢ Vi_1 et donc par 1’équivalence men-
tionnée dans la solution du 2) b) la matrice de u dans cette base T.S.S O

N.B. Cette idée de prendre une base adaptée a la suite des noyaux permet d’aller plus
loin dans la réduction des nilpotents et de comprendre leur classe de similitudes..

4) Par l’absurde si 'on a une base B de E dans laquelle les matrices de u et de v soient simul-
tanément T.S.S. Alors u + v est représenté par une matrice T.S.S. dans B. Donc (u + v) est
nilpotent.

Or dans la base By, Matg, (u+v) = matrice inversible (de rang 2 de maniere évidente)

0 1

L)

donc u + v n’est pas nilpotent. Contradiction.

A

0 D

matrices carrées quelconques, pas forcément de méme taille.

AF By
0 DF

5) Soit M = ( ) une matrice (dite « triangulaire par bloc »), ou les blocs A et D sont des

Par propriété du produit par bloc, pour tout k € N, M* ) ( ) (preuve par récurrence,

la matrice By, étant non précisée).
e Si M est nilpotente, il existe un k € N tel que M* =0 donc vu (*), en particulier A* =0 et
D¥ =0 donc A et D sont nilpotente.

e Réciproquement si A et D sont nilpotentes et si on prend k le maximum des deux indices

de nilpotence de A et D, avec () on a : M* = (8 %k)

Mais alors M* est une matrice T.S.S. Donc on sait que MF¥ est nilpotente et donc M elle-
meéme est nilpotente.

6) On cherche un contre-exemple avec une matrice 2x2 : du coup, pour u canoniquement associé
on doit avoir Im(u) = ker(u). Donc on fixe un vecteur de Im(u) par exemple le vecteur (1,1).
Donc on va prendre u(e;) = e1 + ea et on veut ensuite que ce vecteur soit dans ker(u) donc
que u(ey +ez) =0 done u(ey) = —u(ez) done u(ey) = —e1 — es.

Ainsi A = ( 11 :1) convient.

2) Théoreme sur les « algébres de Lie nilpotentes »

1) a) Soient (\,pu) e K2 et (f,9) € Z(E)%
Alors, par déf., @, (A\f +pg) =uo (Af +ug) — (Af + ug) o u.
Par linéarité & gauche et a droite de o, on en déduit que : @, (Af + pug) = Auo f + puo
g-Afou—pgou.
En regroupant les termes autrement, on obtient que @, (A\f + pug) = A\[u, ] + plu,g] =
APy (f) + u®u(g).
On a bien montré que ®, € Z(Z(F)).



b) On suppose maintenant que u est nilpotent. On veut montrer que ®,, est nilpotent.
(M1) On montre par récurrence que pour tout r € N*, prédicat P(r) suivant est vrai :

,
P@) ¥ F e 2(E), (@)(1) = X ()0t atovou ™.
k=0
Initialisation : P(1) s’écrit V f € Z(E), ®,(f) = (é)(—l)uoovoul +(})(—1)0u1 ovou?.
Ce qui est vrai car le second membre est bien —vowu +wuwov.
H.R. On suppose P(r) vrai pour un r > 1. Montrons que P(r + 1) est vraie :
or ®"*1(f) = ®,(®"(f)). Par linéarité de ®,,, et par H.R., on a donc :

()= Y (’")(—1)“%“@’6 ovou ).

k=0 k

Mais @, (uF ovou™*) =uF* ovou* —uF ovou 1%, Donc :

M-

e (f) =

(T)(_l)r—k (uk+1 oo ur—k _ uk ovo ur+1—k) ,

k

k=0

M=

(;)(_1)T_kUk+l eve u?“—k - Z (Z)(‘l)r_kuk opo u“l_k.
k=0

3o
[ =]

+ r
T s . s T _ _
_ ( )(_1)r+1 zuz ow our+1 iy Z ( )(_1)r+1 kuk ow c)ur+1 k.
=1 \t— 1 k=0 k

en posant i = k + 1 dans la premiere somme.

En regroupant les deux sommes en ayant isolé un terme dans chaque, on obtient :

SR (Y ) e s A
T \W\E-1 k

Par la formule du triangle de Pascal pour les binomiaux et en réincorporant les deux
termes extrémes dans la somme, on obtient P(r + 1).

La récurrence est établie.

(M2) Elle se fonde sur la remarque que la preuve précédente est trés semblable a celle
de la formule du binéme. Ne peut-on pas plutét déduire ce résultat de la formule du
binome plutot que refaire la preuve ? La réponse est bien sur OUL

L’idée &, =L,-R,ou L, : fruofetR,: fvf ouw.

On remarque que L, et R, sont deux éléments de £ (.Z(F)) qui commutent entre eux.
T

Donc la formule du binéme s’applique et donne que @, = Z (Z)(—l)r_kLZ o Rz_k.
k=0
On retrouve exactement la formule donnée dans les prédicats P(r).

Application a la nilpotence de ¢, : si u" =0 alors

2n
(I)in — Z (2]:)(_1)2714@”1: oo u2n—k
k=0

et dans cette somme tous les termes sont nuls, car les pour k > n u* = 0 et pour k < n,
u2n—k =0.
Donc <I>3” =0.

¢) Montrons que pour tout (u,v) € L(E)?, @[, 4] = [Pu, Po]-
Il s’agit de montrer que pour tout f € L(E), [[u,v], f] = Py o Pu(f) — Dy 0 Dy (f),
autrement dit encore que [[u,v], f] = [, [v, f]] - [v, [u, f]] (identité de Jacobi).
Or cette derniére identité est donnée comme acquise par I’énoncé au début du § II et
aussi immédiate & vérifier avec la déf. du crochet de Lie dans Z(F). O



2)

Si N est de dimension 1, N = Vect(ug). Pour tout u € N, u = Aug . Comme ug est nilpotente,
en particulier ker(ug) # {0}.

On prend un z € ker(ug) avec = # 0. Alors pour tout w e N, u(z) = Aug(z) =0.

Remarque : Un s.e.v. de dim. 1 de Z(FE) est toujours stable par le crochet de Lie car si
N =Ku alors pour tout (f,g) € N2, [f,9] = [Au, uu] = A p[u,u] =0. On va s’en servir au c).
C’est une question trés typique : comment montrer existence d’un element maximal pour
quelque chose ? On considere 'ensemble de tous les s.e.v. de N distincts de N, stables par le
crochet. Comme on est en dim. finie, I’ensemble des dimensions de ces s.e.v. est fini donc il
y en a un de dimension maximale. Le seul probléme est d’étre siir que ce n’est pas {0}. Mais
il est facile de trouver de s.e.v. de dim. 1 stables par le crochet : en fait tous le sont, comme
remarqué a la fin de la question précédente.

Cela suffit pour conclure.

(i) Soit u € N;. D’abord il faut comprendre que si on considére Matg(®,,), ou B est par déf.
une base de N, c’est qu’on considere en fait la restriction de ®, & N. Comme N est stable
par le crochet de Lie, ®,, est bien un endomorphisme de N.

Pour montrer que Matp(®,,) est de la forme demandée, il suffit de montrer que N; est stable
par ®,,, mais c’est évident puisque u € N1 et que Nj est stable par crochet.

(ii) Question sur lapplication p : En fait la propriété demandée pour p vient déja d’une
propriété de @, démontrée au 1) c) : pour tout (u,v) € Z(E)?, @[, ] = [Pu, Po].
Application ici : On sait donc que Mats(®Pr, ) = [Matg(®,), Mats(P,)].

/ / / U * *
pone o) = (3 5) (3 0)-(0 2)(0 2)- (0 o)
Ceci montre que p([u,v]) = [D, D'] i.e. p([u,v]) =[p(u), p(v)].
Culture : les applications ® et p sont des « morphismes pour le crochet de Lie ».
On va appliquer 'hypothése de récurrence formulée avant la question 3) dans le cadre matri-
ciel, donc non pas & N1 mais a p(Ny)
On note Ny = {p(u), ue N1}. C’est un e.v. de dimension inférieure ou égal & d - 1, stable par
le crochet, dont tous les éléments sont nilpotents (car on a vu que u nilpotent entraine @,
nilpotent au 1) b) , et que ¥, nilpotent entraine p(u) nilpotent par I 5).
Donc 'hypothese de recurrence s’applique & N7 et donne qu’il existe un Xo € My 1(K) tel
que pour tout D € N{, DX, =0.
Autrement dit 3 Xy € Mg 1(K), V ue Ny, p(u).Xo =0.

Soit vg € S tel que [vg]p = ( 0 ) Par déf. vg € S car sa composante sur Ny est nulle.

Xo
En outre [®,(vo)]s = (81 p(Bu)) ( )?0) = (p(B;))()O(O) = (Bé(o) par prop. de p(u).Xo.

On conclut que ®,(vg) € N1 puisque sa composante sur S est nulle.

Notons Ny = N7 & Kug (la somme est bien directe puisque vy € .5).

Montrons que N5 est stable par le crochet, ce qui par maximalité de N1, montrera que No = N
et donc N; est bien de dim. d — 1.

Pour montrer que N> est stable par le crochet, il suiffait de prendre deux éléments u + Avget
u + Nvy de Na.

On cousidere leur crochet qui par bilinéarité s'écrit [u,u'] + A[u, vo] + A'[vo, u'] + AN [vg, vo].
Or [u,u’] € Ny car N; est stable par crochet, [vg,v9] = 0 et [u,v9] = @, (vo) € Ny par
construction de vg. De méme pour [vg,u’] = —=[u’,vg]. D’ol la conclusion.

Remarque : En fait, ce qu’on a montré aussi c’est que pour tout (v,v') € N, [v,v'] € Ny.

Par déf. By = () ker(u). Donc E est un s.e.v. comme intersection de s.e.v.

ueNy
Soit z € Eq, soit v € N. On veut montrer que v(x) € N i.e. que pour tout u € Ny, u(v(z)) = 0.
Mais u(v(z)) = [u,v](z) + v(u(z)) = [u,v](z) car u(x) = 0 puisque z € F;. Mais mieux,
avec la remarque faite & la fin de la question précédente, on sait que [u,v] € Ny et donc que
[u,v](z) = 0. Donc u(v(z)) =0 et la conclusion.



9)

10)

On sait que E; # {0} car 'H.R. s’applique & N;. Mais on a vu que N = Ny & Kuy.

D’autre part on vient de montrer que FE; est stable par tous les éléments de N donc aussi
par vg et (vo)|g, est encore nilpotent donc de noyau non réduit a 0.

Donc si on choisit un xg € Ey nker(vg), non nul, on a, compte-tenu du fait que N = Ny & Ko,
VfeN, f(xg)=0.

On a donc démontré le théoreme 1 (théoreme de Engel) par récurrence.

C’est une nouvelle récurrence, cette fois sur la dimension de F, le théoreme 1 permettant de
faire I'induction.

e Si F est de dim 1, le seul endomorphisme nilpotent de E est I’application nulle.

e On suppose la propriété vraie pour tous les e.v. ¥ de dim. n — 1 pour un certain n > 2.
Soit E de dim. n et V un s.e.v. de E stable par crochet dont tous les éléments sont nilpotents.
Par le théoréme 1, on a un z7 € E, tel que u(z1) =0 pour tout ue V.

On compléte x1 en une base B = (x1,eq,...,e,) de E.

0 *
0 D,
0, le second zéro est une colonne de n — 1 zéros. Comme u est nilpotente, on sait que D,, est
nilpotente (cf. partie I).

Alors pour tout v € V, Matg(u) = écriture par bloc ou le premier 0 est le nombre

Alors ’ensemble des matrices A, pour uw € V, représente un s.e.v. d’endomorphisme de
Vect(esg,...,e,) stable par crochet (méme vérification que plus haut avec le produit par
bloc), donc I'H.R. s’applique aux A, et cela donne la conclusion.



