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DEVOIR SURVEILLE 2 : SOLUTION
PROBLEME 1 : EXTRAIT CCINP PSI 2020

On calcule (mettre le calcul sur votre copie) : x4 = (X -2)(X +2)X.

Ainsi la matrice A admet trois valeurs propres réelles distinctes 0,2,-2 dans R, et elle est
de taille 3, donc A est diagonalisable dans M3(R) et chacun de ses s.e.v. propres est de
dimension 1.

On calcule : xp = X (X2 +4) = X (X +2i)(X - 2i).

Comme xp n’est pas scindé sur R, la matrice B n’est pas diagonalisable sur R.

Par contre xp est scindé et a racines simples sur C, donc B est diagonalisable sur C.
Comme toutes les v.p. (réelles ou complexes) de B sont simples ses s.e.v. propres (réels ou
complexes) sont de dimension 1 (sauf qu’elle n’a qu’un s.e.v. propre réel).

On pourrait déterminer D' AD & ’aide de la formule du changement de base, entre la base
canonique (ey, ez, e3) et la base (e1,iez, —e3) de (C?) (il s’agirait alors de décrire I’endomor-
phisme canoniquement associé & A dans cette nouvelle base), mais autant faire un calcul direct
(parce que les produits matriciels avec les matrices diagonales D et D™ sont extrémement
simples : sinon, hors de question de procéder ainsi). Alors :

171 0 0 01 0 10 0
D'AD=| 0 it 0 2 0 2 0 i O
0 0 (-1t 01 0 0 0 -1
1 0 0 0 i O
=l 0 =i 0 2 0 -2
0 i

0 0 -1 0
0 i 0
=1 -2 0 2
0O - O

donc : D7YAD = —iB.

Soit (Mg, -5 n) e C™*1 tel que Z)\kfk =0.
k=0
Montrons par récurrence finie que :  Vke[0,n], A =0.

Par hypothese, nous avons : Vo eR, > X cosk(z)sin" *(z) =0 (»).

k=0
o Initialisation : En évaluant en = = § I'expression (*) ci-dessus, on obtient :  Ag = 0.
e Hérédité : Supposons que pour un j fixé entre O et n—1, Ag=---=X; =0 et montrons

que )\j+1 =0.
La formule (*) devient ici

VzeR, Y A cos™ () sin™* () = 0.

k=j+1

Pour tout Va € R\ {5 +j7/j € Z} on peut diviser cette expression par cos’ ™ (z) pour obtenir :

> Ak cos* 771 (z)sin"*(x) = 0.
k=7+1

En prenant la limite de cette expression lorsque z tend vers 7/2, on obtient | Aj41 =0]|.

La récurrence finie est établie.

Conclusion : On a donc montré que la famille est (fo, f1,..., fn) est libre. Par définition,
c’est une famille génératrice de V,, donc c’est une base de V,, et V,, est un espace vectoriel de
dimension n + 1.
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o fo=sin" et fj=nsin""'cos =nf.

"Llsin = —nf,_1.

k

o fn=cos" et fI =-ncos
e Pour ke[1,n-1], on a fj = cos®sin" " et
fi = —kcos™ L sin" ™ 4 (n - k) cos™ sin" ! = —kfr 1 + (n— k) o
Ces calculs prouvent donc que
Vke[0,n], flLeVy,

On sait que la dérivation est linéaire, donc ¢, une application linéaire et par les calculs
précédents, la dérivée de tout élément de V,, appartient a V,, : ¢, est donc un endomorphisme

de V,, De plus, les calculs montrent que la matrice B, de ¢, dans la base (fo,..., fn) est
0 -1 o ... ... 0
n 0 -2 . :
-1 _ :
p,=| VT T e M
2 0 -n
0 0 1 0
0 -1 0
En particulier B; est la matrice 3x 3, | n 0 -2 | avec n = 2 ce qui donne la matrice
0 n-1 0

B précédente.
Pour tout Vx € R,

(cosz +isinz)*(cosz —ising)" ™ = ()" (e7)" T = ehTeni T 2 (iRRmmT - g, ()

Soit k€ [0,n]. D’apreés la question précédente et le bindme de Newton :

Ve eR, (cos(z)+isin(z))*(cos(x) - isin(z))" "

k k o e nk (o .o o
- ;}( i )(cos(:c))J(zsm(iv)) i Z( ' )(cos(a:)) (—isin(x))" ™+,

£=0

donc :

e, kbt n-k Crjfos n=(j+£)
VeeR, gp(z)=> > (-1) " . ¢ (cos(x))"™ (sin(x))

§=0 i=0 J

ce qu’on peut écrire :

bt o kB[ n-k
9= Z(—l)”"“‘%”‘ﬂ‘f( ; )( )fm,
320 =0 J ¢

car £+j€[0,n] si0<j<ket0<l<n—k (il n”apparait donc pas des exposants de cosinus
et sinus qui ne définiraient pas des fonctions de la base (fo,..., fn) de V},). Ceci démontre
que pour tout k € [0,n], la fonction gx est combinaison linéaire des fonctions de la famille
(fo,---, fn) qui engendre V,,, donc : gi € V,.

Pour tout k € [0,n], on a g;, =i(2k—-n)gk, (on dérive une fonction exponentielle), c’est-adire :

Vke[0,n],  ¢n(gr) =i(2k - n)gs.

Comme de plus gy # Oy, , ceci démontre que pour tout k € [0,n], gr est un vecteur propre de
©n, associé a la valeur propre i(2k —n). Cela fournit n + 1 valeurs propres distinctes de @,
qui est défini sur un espace vectoriel de dimension n + 1 donc ¢,, est diagonalisable. On en
déduit par ailleurs que :

Sp (¢n) = {i(2k - n) | ke H07nﬂ}a



et que les sous-espaces propres de ¢, sont de dimension 1 (vu qu’il y a n + 1 sous-espaces
propres et que la somme de leurs dimensions égale dim (V) =mn+1). Puisqu’ils sont de
dimension 1, il suffit d’un vecteur propre pour les engendrer, et comme on 1’a vu plus haut
gk est un vecteur propre associé & i(2k —n) pour tout k € [0,n]. On en déduit :

Vke[0,n], ker (g, —i(2k-n)Idy,) = Vectc (gx)

PROBLEME 2 : EXTRAIT CENTRALE PC 2019

ij €t Ty (K) = Vectk (Eij),_;
sous-espaces vectoriels de M,,(K). Le produit de deux matrices triangulaires étant encore
triangulaire, T),(K) est stable par produit. De plus, si la diagonale de I'une des deux matrices
triangulaires est nulle, la diagonale de la matrice produit le sera aussi. Donc T, (K) aussi est
stable par produit.

Les ensembles T}, (K) et T,7 (K) sont des sous-algebres de M,,(K)

Remarque : en revanche, si on prenait la définition d’algebre donnée par le programme,
qui demande de contenir le neutre pour la multiplication seule T}, (K) serait une sous-algebre.

En remarquant que T,,(K) = Vectx (E;;) on sait que ce sont des

L’ensemble S5(K) n’est pas une sous-algébre de M, (K) car il n’est pas stable par produit.

En effet, les matrices A = ( 1 (1) ) et B = ( 8 (1) ) sont symétriques, mais leur produit

AB = ( 8 (1) ) ne l'est pas. L’ensemble A(K) n’est pas une sous-algebre car C' = ( _01 (1) )
est antisymétrique mais C? = _01 _01 ne lest pas. Les ensembles S5(K) et A3(K) ne

sont pas des sous-algébres de Mo (K)

Reprenons les contre-exemples de la question précédente. Les matrices A” = Diag (A, Op_2) et
B’ = Diag (B, O_2) sont symétriques de taille & mais leur produit A’B’ = Diag (AB, Og_2)
ne l'est pas. La matrice C' = Diag(C,O_2) est antisymétrique de taille & mais C"? =
Diag (C’Q, On_g) ne lest pas. Les ensembles Si(K) et Ax(K) ne sont pas des sous-algebres de
M;(K)

Posons K := ( (; _01 ) Alors T'(K) = Vectg (I2, K) ce qui montre que I'(K) est un sous-
espace vectoriel de My (K). De plus, I3 = I, [bK = KIy = K et K? = I donc I'(K) est
stable par produit puisque qu'un produit de vecteurs d’une famille génératrice reste dans
I'(K). T'(K) est une sous-algébre de Ms(K)

SiT'(R) était diagonalisable tous ses éléments serait diagonalisables. En particulier, K € T'(R)
serait diagonalisable. Son polynéme caractéristique xx = X2 + 1 serait alors scindé sur R ce
qui n’est manifestement pas le cas. I'(IR) n’est pas une sous-algebre diagonalisable de Ms(R)

Le polynéome yx = X2+ 1= (X —4)(X +1) est scindé & racines simples sur C. Donc K est
diagonalisable sur C.

Soit P € GLy(C) telle que K = P Diag(i,~i)P~!. Soit M € I'(C) et a,b € C tels que M =
aly +bK. Alors M = P (aly + bDiag(i,—i)) P~* = PDiag(a +1ib,a—ib) P~*. Ceci est vrai pour
tout M e I'(C) donc I'(C) est une sous-algebre diagonalisable de M2 (C)

L’endomorphisme canoniquement associé & la matrice J envoie e; sur e;;1 et la matrice J2e;
sur e;4o ol les indices sont pris modulo n. Donc pour n >3 :
0O 0 - 10
0 00 Lo
J=l .o 0 et A=l o
oo . 0 0
0 1o 0 1 0 0

Pour n=2,on a J2 = I.
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La matrice J* est la matrice canoniquement associée & 1’endomorphisme qui envoie e; sur
ei+k toujours en prenant les indices modulo n. En particulier, J" est la matrice identité.
J" =1I,.J* n’a que des 0 sauf sur la k-ieme sous-diagonale et la n — k-iéme sur-diagonale ot
il y ades 1.

n—1
J(agy...,an-1) = Z apJ®
0

D’apres la question précédente, A = Vect (JO7 .. .,J"‘l) donc la famille (In, .. .,J"‘l) est
génératrice de A (et A est un espace vectoriel ). Montrons qu’elle est libre. Soient ag, . .., an-1 €
R tels que Y apJ® = 01i.e J (ag,...,a,_1) = 0. Etant donné la définition de J (ag, ..., an_1)
on a ag =+ = ap—1 = 0. Donc la famille (JO, RN J"’l) est libre et c’est une base de A.

En fait, par n-périodicité de la suite des (J*), A = R[J] ou R[J] = {P(J) : P e R[X]}.
L’application ¢ : R[X] - M, (R) définie par ¢(P) = P(J) est un morphisme d’algebre. De
plus Im(¢) = R[J] ce qui montre directement que A est une R- algebre.

On sait que X" -1 annule J et comme (I,.J,...,J" ') est libre, on sait que X™ -1 est

le polynéome minimal de J. Comme il est simplement scindé dans C de racines les wy =
exp(2ikw/n) pour k=0,1,...,n—1 on sait que J est dz et que Sp(J) =U,.

Il y a n valeurs propres donc elles sont toutes de multiplicité (géométrique et algébrique ) 1.
Notons w = exp(2iw/n). Alors dim E,»(J) = 1 pour k =0,...,n—1. Soit k € {0,...,n—1}.
w—k(n—l)
1
wk !
Posons X, := . . Alors JX;, = wk = wkX;. Donc X}, est un vecteur
w*k(nfl) w-k('n_2)

propre de J associé & la valeur propre w* et (X}) est une base de E,«(J).

Soit P € GL,(C) telle que PJP™' = Diag(1,...,w"™"). Soit A € A. Il existe Q € R,_1[X
tel que A = Q(J). Alors PAP™! = PQ(J)P™ = Q(PJP™') = Q(Diag(L,...,w" ™)) =
Diag (Q(l)7 5 Q (w”’l)) et la matrice PAP™! est diagonale.

Pour tout A € A, PAP™! est diagonale. L’égalité PQ(J)P~! vient du fait que PJ*P~1 =
(PJP‘l)]c pour tout k € N. D’apres la question précédente, la matrice J (ag, - .., an-1) = Q(J)
est semblable & la matrice diagonale D = Diag (Q(l)7 5 Q (w”‘l))

Spe(Q()) = {Q(1),...,Q («" 1)}

Sin =1, les matrices nilpotentes sont la matrice nulle qui est trigonalisable : elle est diagonale.
Le résultat est vrai pour n = 1.

S’il n’existe aucun tel sous-espace vectoriel alors A est irréductible. Or F est un C-espace
vectoriel, donc A = L(E) d’apres le théoréme de Burnside. En particulier, idg € A mais id g
n’est pas nilpotent ce qui est contradictoire. Il existe un sous-espace vectoriel V' de E distinct
de E et {0} stable par les éléments de A.

Soit W un supplémentaire de V dans V' et B une base adaptée a la décomposition Ve W = E.

B ) ou A est de taille

Pour tout u € A, la matrice de u dans la base B est de la forme ( gl D

rx 71, B de taille r x s et D de taille s x s. Il existe une base B telle que matg u = ( 0 D

ot A€ M, (C),BeM,(C) et D e M,(C).

AB)

0 D(u+ \v) 0  D(u)
)\( A(v) B(v) ) ot ( A(uwv)  B(uw) ) B ( A(u)A(v) *

A(u+Av) B(u+ M) ):( A(u) B(u) )+

Un calcul matriciel par blocs montre que (

0 D(v) 0 D(uv) | 0 D(u)D(v)
{A(u) : u € A} est une partie non vide (car A est non vide) stable par combinaison linéaire

). Ceci montre que
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et stable par produit. C’est donc une sous-algebre de M,.(C). De méme pour {D(u) : u e A}.

Les ensembles {A(u):u e A} et {D(u):ue A} sont des sous-algebres de M,.(C) et M (C)

Soit u € A. Il existe N € N tel que u” = 0,. Un calcul matriciel par blocs montre que u” =
N

( A(g) D(Z)N ) Donc A(u)Y =0, et D(u)" = 0,. Les éléments de {A(u) : u € A} et

{D(u) : u € A} sont nilpotents.

Le sous-espace vectoriel V étant distinct de {0} et de E, sa dimension r vérifie 1 <r <n-1.

De méme pour s la dimension de W. D’apres 'hypothese de récurrence, il existe P € GL,.(C)
et Q € GL4(C) telles que pour tout u € A, les matrices PA(u)P™ ! et QD(u)Q™! sont

triangulaires supérieures. Posons T' = ( OP 29 ) Alors T est inversible d’inverse 77! =
Pt 0 1 [ PA(w)P? *
( 0 ot ) Alors pour tout u € A, Tmatg(u)T™" = ( 0 QD(W)Q"! €

T,,(C). Donc l’algebre A est trigonalisable.

Attention, le niveau des questions qui suive monte brutalement, surtout par le caractere
moins habituel des raisonnements sur les « actions d’algebres »

Posons F :={u(z) :u e A}.

Montrons que F' est un s.e.v. stable par A :

e Considérons le morphisme d’évaluation en z, Eval , : A - E défini par Eval,(u) := u(z).
L’application Eval, est linéaire et son image est exactement F ce qui prouve que F' est un
sous-espace vectoriel de F.

e Montrons F est stable par A. Soit z € F. Il existe u € A tel que z = u(x). Soit v € A un
élément quelconque. Alors v(z) = (vou)(z) € A. Dol la stabilité.

Puisque A est irréductible, et que F est un s.e.v. stable par A, | on sait que F'={0} ou F = F ‘

Par labsurde, si F' = {0} alors u(x) = 0 pour tout u € A. Dans ce cas,
T € G = Nyeg keru.

Or G est encore un s.e.v. de E stable par tous les éléments de A, car si z € G alors pour tout
veA v(z)=0eGq.

Donc encore par irréductibilité de A, on a G = {0} ou G=F. Or z #0 et x € G donc G # {0}
et donc G = E. Ainsi : ker(u) = E pour tout ue Aie A= {Og(E)}.

Or pour n > 2 lalgebre A = {OL(E)} n’est pas irréductible : il existe H un sous-espace vectoriel
de E strict non réduit & {0}, qui est bien siir stable par A = {0}.

On a donc une contradiction avec l'irréductibilité de A. Donc F' = E donc pour tout y € E, 11
existe donc u € A tel que y = u(x).

En suivant les indications données, notons r le rang de v. Puisque r > 2 il existe une famille
libre & deux éléments de Im(v) qu’on peut noter (v(z),v(y)).

D’apres la question précédente, il existe u € A tel que u(v(z)) = y.

D’autre part (vou)(Im(v)) c Im(v o u) c Imwv donc on peut considérer 'endomorphisme f
induit par v owu sur Imw.

Tout endomorphisme admet au moins une valeur propre complexe en dimension finie. Il existe
donc A € C tel que g := f— Aidpy, » soit non inversible, i.e. de rang < r.

En posant g=§ ocv=v ouov—Av, on arg(g) <rg(g) <r=rg(v).

Ouf, on vient de montrer le résultat de lindication !

Rappelons que A # {0} car 'algebre {0} n’est pas irréductible dés que n > 2. Soit donc vg € A
non nul. Si rg vg = 1 c’est terminé. Si rg vy > 2 on construit alors v; = vy o u o vy — Avg
comme dans la question précédente. Alors vy est encore un élément de 'algebre A et de
plus, 1 < rgv; < rguvg. En itérant, on construit ainsi une suite d’éléments vg, vy, ve,... de A de
rangs strictement décroissants. Comme il n’existe pas de suite infinie strictement décroissante
d’entiers naturels, ce processus s’arréte a vy, de rang 1 . Il existe v € A de rang 1
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Posons x = ug(e1) qui est non nul puisque rg(ug) = 1 et que ker(u) = Vect(ea, ..., en).

Donc d’apres le 21), pour chaque i = 2,...,n, il existe v; € A tel que v;(z) = &;. On pose alors
u; = v; o ug. D’une part, u; € A. D’autre part, le noyau de u; contient es,..., e, donc u; est
de rang 0 ou 1 . De plus, u; (¢1) = v;(z) = ;. Donc u; est de rang 1 et vérifie bien u; (e1) = &;
1l existe ug,...,u, € A de rang 1 tels que u; (¢1) = &; pour tout 7 € [1,n].

Soient 4,5 € [1,n]. D’apres la question 21), il existe w; € A tel que w; (¢;) = €1. Posons
fij = u; ow;. Alors fi; (¢;) = ;. De plus f;; est de rang 1 donc f;; (ex) = 0 si k # j. Donc
la matrice de f;; est la matrice élémentaire E;;. Puisque (E”)” est une base de M,,(C), la
famille (f;), ; est une base de L(E). Donc l'algebre A contient L(E) et A= L(E). Si E est

un C-ev alors la seule sous-algebre irréductible de L(E) est L(E).



