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Chap. RO : Compléments d’algebre linéaire

I Sommes et sommes directes de plusieurs sous-espaces vectoriels

Dans tout ce qui suit £ un K-e.v. et F,...,F}, des s.e.v. de F.

1) La somme :

a) Déf. de la somme de n sous-espaces vectoriels

On dit que F' = Fy +--- + F, si, et seulement, si

VfeE, feF<3(f1,...,fn)€eF1 xxFy,, f:ifi (%)
i=1

n
On note aussi F = ) F;.
i1

b) Propriété

Avec les notations précédentes :

Fi+---+ F),, est un sous-espace vectoriel de E. Mieux, c’est le plus petit s.e.v. de F¥ contenant
Fi,...,F, ie. le s.e.v. engendré par Fy U Fhbu---U F,,.

2) Somme directe :
a) Définition de la somme directe de n s.e.v

Avec les notations précédentes :

On dit que F = F1 @@ F,, = @], F; si, et seulement, si

{F:F1+~--+Fn et

pour chaque f € F, la décomposition(*) ci-dessus est unique.

n
Terminologie : on dit que Fi,..., F), sont en somme directe ssi Z F, =0 F;.
i=1
Exemple : si chaque F; est une droite vectorielle F; = Vect(f;) alors Fi,..., F, sont en somme
directe si, et seulement si, la famille (f1,..., f,) est

b) Caractérisation commode en se ramenant a 0

Avec les notations précédentes :

Les s.e.v. F1,..., F, sont en somme directe si, et seulement si :

V(fh...,fn)EFlX-"XFn, f1+--~+fn=0=>f1=f2=~~~=fn=0

c) Attention aux caractérisations par l’intersection

e Cas particulier de deux s.e.v. (lére année : ) Fy et F sont en somme directe si, et seulement
Si7 F1 N F2 = {0}
Fi,...,F,_1 sont en somme directe,

e Par associativité : F1, ..., F}, sont en somme directe ssi .
et F,n(el; F)={0}

N.B. Pour n = 3 déja, la condition F3n(F;@&Fy) = {0} est beaucoup plus forte que « intersections
deux a deux réduites a 0 ».
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d) Cas des sous-espaces vectoriels de dimension finie : caractérisation par la dim.

n n
Propriété : La somme F} +--- + F, est directe si, et seulement si, dim(z F) = Z dim Fj
i=1 i=1

e) Projecteurs associés a une décomposition d’un e.v. en somme directe

(i) Définition : Si F = @], F;, on définit les projecteurs py, ..., p, associés a cette décomposition
par
Vi=1 n, pi:febEw fiek;

n
avec bien str f = Z fi Vunique décomposition de f selon les F;.
i=1
(ii) On a bien str alors les propriétés :

R
° Vi,jE [17n]7 pbiop; =

3) Définition d’une application linéaire par ses restrictions aux s.e.v. d’une décomposition
en somme directe

[Trés pratique pour définir une A.L.]

Propriété : Si E = @' | F; et pour chaque i € [1,n], u; € L(F;, F') alors il existe une unique
application u € Z(E, F) telle que Vi€ [1,n], wp, = u;.

Exemple simple : si £ = F} @ F5 on définit une application linéaire u unique en posant
wp, =idp, et ujp, =0. Par déf. west ...
4) Traduction matricielle, matrices par blocs

a) Si E = E1 @ E5 et B; est une base de F; alors B = (B1,B2) est une base de E et si F est un
autre s.e.v. avec une base C et u e Z(E, F) alors

Ma.t(j(_B(u) = (Al AQ)

avec A; = Matep, (u).
b) Si en outre on F' = Fy @ F5 et C1,Cy sont des bases resp. de Fy, Fy alors en notant pi,ps les
deux projecteurs de F' associé a la décomposition F' = F; & F5, on a :

Matcp(u) = (é g)

avec A = Matcv_lgl (p1 OU|E1), C = Matc2<_51 (pg OU\E1)~ B= 1\/Iatcl<_52 (p1 OU|E2). D = Matcy_lgz (pgo
’U,IE?).

II Calcul Matriciel et déterminants par blocs

1) Formule du produit par bloc
On peut a l'intérieur d’une matrice, considérer des “blocs” et sous certaines conditions exprimer

le produit de deux matrices a I'aide du produit de blocs. Précisément : soient M = (é g) et

! !
N = (é, g,) ol A,B,C,D et A',B’,C’, D' sont aussi des matrices & coefficients dans K avec les

propriétés suivantes :
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— Le nombre de colonnes de A et de C' (qui est le méme vu écriture “par bloc”) est égal au
nombre de lignes de A’ et B’

— Le nombre de colonnes de B et de D est égal au nombre de lignes de C' et D'.

Autrement dit pour étre completement précis: A € My, pn, (K), C € My, 1, (K), B € My, n, (K),
De Mmz,nz (K) et A, € Mnhpl (K)> B, € Mnlpr (K)7 C, € MﬂzﬁDl (K)’ D, € Mn27P2 (K)
Donner alors la forme explicite du produit M x N en fonction de A, B,C,D, A", B",C',D’.

Deuzx démonstrations en appendice : 'une avec la formule du produit matriciel, ’autre avec
linterprétation des blocs que matrices de restrictions-projections donnée a la fin du § I

2) Exemple d’opérations sur les blocs

Exercice : Soient A et B dans M,,(K) et M la matrice par bloc (j é)

a) Exprimer le rang de M en fonction de A et B.
b) Dans le cas olt M est inversible, expliciter M L.

3) Calcul du déterminant d’une matrice triangulaire par bloc

A B

Soit M € M,,(K) de la forme M = (O C

B e My, -1 (K). Alors :

), ou A € My(K), C € M, _,(K) et en conséquence,

det M =det A.det C.

Indication pour deux méthodes de preuve :

(M1) Avec l’expression combinatoire du déterminant :

a) Montrer que, dans I’expression combinatoire du déterminant, on peut ne considérer que les
o tels que o([1,k]) =1, k].

b) Montrer que si ¢ vérifie la condition du a) et o1 = oj1,5) et 02 = Oj[ps1,n], On a (o) =
e(o1)e(o2),

¢) Conclure.

(M2) avec une décomposition astucieuse : on remarque d’abord que la matrice M peut
se décomposer suivant le produit suivant :

(0 &)= )5 7)

) est une <« matrice de dilatation par bloc »)

s . 0
( La premiere matrice (O c

Qu’y gagne-t-on ?
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Démonstration du résultat sur les matrices par blocs

Méthode 1 — Ce résultat se voit simplement sur la définition du produit de matrice.

. AA'+ BC' AB'+ BD’
on obtient M x N = (CA’+DC’ CB'+ DD’ )

ni+ng 1 nitnz
En effet, pouri<mj et j<pj,ona: (MxN);; = Z M; N j = Z M, 1N j+ Z M; 1Ny ;.
k=1 k=1 k=ni+1

Or pour i <my et k<ny, My, =A;, et Ni ;= A;C)j pour j < pq.
Pour i <my et ke [ny +1,n1 +ns], M = B j—n, et pour j <p; Ni ;= C’]’C_nhj.

n] nitnz
Donc (MN); ; = /CZ A Al + ) > Bik-n,Cl_p, j = (AA"); j + (BC"); j dou Iégalité pour le
=1 :n1+1
premier bloc. De méme pour les autres blocs. O
Méthode 2 — 1l est aussi instructif de pouvoir rédiger ceci géométriquement.

On note p = p1 + p2, n=n1 +Ng, M =mq +ms.

On considere les A.L. g (resp. f) can. assoc. & M (resp. N).

On notera M = Mat(g) et N = Mat(f) en omettant la mention des bases canoniques des K-e.v.
K™ K", KP? resp.

On considere la décomposition K? = F; & Fy de lespace de départ de f ou E; est formé des py
premiers vecteurs de la base canonique et Fy des po suivants.

On consideére de méme les décompositions K" = Fy & Fy et K™ = G; ® G5 avec les mémes
conventions. On considere enfin r; le projecteur sur F} parallelement a Fy et 7o le projecteur sur
F parallelement & Fy. Enfin 71 (resp. m2) le projecteur sur Gy (resp. G2) parallelement a G5 (resp.
G1). (Ouf!)

14 "

On écrit M x N = (é,, ZB;,,

Alors fig, =710 fip, +7120° fiE, -

Et myogo flp, =mogorio fig, +mogors o fig,.

Donc A” = Mat(m0go fip,) = Mat(miogoryo fig, )+ Mat(miogory o fig,).

Mais en notant g1 = g, , on sait que gory =gy ory.

De méme en notant gz = g, ), on sait que gory = gg o 7a.

Autrement dit A” = Mat(m0g1)xMat(ryo fig, ) +Mat(mi0g2)x (120 fig, ). (Toutes ces matrices
étant entendues relativement aux bases canoniques).

On conclut bien que A” = Ax A"+ B x C’. De méme pour les trois autres blocs. O

) =Mat(go f) ot A” = Mat(my0(go f)g,) est une matrice m; x p;.




