DM 1 : Convergence en moyenne du produit de Cauchy, solution

1) a) Par définition :

n+T
UpsT = Zuk—(n+1+T)u
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Or par T-périodicité Y127 | u; étant la somme de T valeurs consécutives de (uy,) elle est

n-1
égale a Z U -
k=0
Ainsi les deux derniers termes s’annulent et la conclusion.
b) Une suite périodique prend un nombre fini de valeurs donc est bornée.
c¢) Comme (vy,,) est bornée, v,/(n+1) — 0et donc M,, —p — 0donc M,, — p
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2) a)Pardef.MQ%_l—— ZU’ZQTn + > 2774 —2%) En effet 2" - 2% = 2
ke[0,2n[, impair
représente le nombre d’éléments de I'intervalle [2%,28*1 —1] qui comptent chacun pour 1 dans
la somme, a condition que k soit impair. Le 1 initial provient du wug.

En reindexant comme les k + 1 s’écrivent 2¢ avec i € [1,n ] :
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On en déduit que Mozn_; ~ —-=- donc | My2n_y —> = |
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b) De méme My2n-1_1 = ﬁ(1+ 2’“). Le calcul de la parenthese est identique,
2 ke[0,2n-1[, impair
la seule chose qui change est donc le J2n1 devant la parenthese.
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Conclusion : (M,,) admet deux suites extraites qui convergent vers des limites différentes,
donc diverge.

3) a) La suite (v,) est convergente, donc bornée. Notons M un majorant de (|vy,|).
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Or comme |un| —> 0 le théoréme de Cesaro donne que : —— Z |ug] — 0. Par encadre-
—+o0 n+ —+o0
k=0

ment, on en déduit que | w, — 0]
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b) Pour se ramener au a), on écrit u, = A +u,,, ou (u,) converge vers 0.
Alors

n

Zukvn k= ka+ Zukvn k-

Le premier terme converge vers Au d’aprés Cesaro et le second vers 0 d’apres le a), d’ou le
résultat.
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4) D’apres le cours sur le produit de Cauchy de deux séries ACV, on sait ch converge abso-
lument et sa somme est AB,
Autrement dit, la suite (C),) converge vers AB; d’apres le théoréme de Cesaro appliqué a
(Cr), on a aussi :

M, — AB.

n—>+oo

5) Ici on relache 'hypothese de convergence absolue sur Zan et an on ne peut plus utiliser
la convergence du produit de Cauchy,

a) Exemple avec a,, = b, = (-1)"/v/n+1
Alors ¢, = i (_1)1C (_1)n—k ( )n Z
TS VET LWkt oV +1 \/n k+1

Or, pour tout k€ [0,n], k+1<n+1, et n-k+1<n+1, donc
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Mais alors |c,|> " i 1 et donc ) ¢, est grossierement divergente.
—on+

b) Exemple avec a,, = b, = (_1/2).

n
(i) Premiere étape : On commence par vérifier que Zan converge.

Or (112) - (-1/2)(-1/2 - 121.!. (-1/2-n-1) (1), oft a, = 1 ><23><><4-~X- >< (37;; o)

.. 2n+1 . L.
Ainsi a4 = ﬁan < ay,, donc la suite («;,) est décroissante.
n +

(avec Stirling), donc o, —> 0.
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Ainsi la série Z( ) vérifie le T.S.A. et donc converge.
n

Enfin on montre que «;, ~

(ii) Deuxiéme étape : d’une maniére trés générale, on va montrer pour tout (a,3) € R? :

é(g)(nék) B (azﬂ) ()

Pour cela on consideére, pour z € [0, 1], f(:c) =(1+2)* et g(x) = (1+2)°.
+

Alors f(x)g(z) = (1 +2)**% a pour D.S.E. Z (a /8)
n

Et d’autre part son développement est aussi le produit de Cauchy des développements, ce

qui donne la conclusion (*) par unicité du D.S.E.

(iii) Troisieme étape : on revient & o = 8= -1/2.

Avec (*) ici, on a que pour a, = b, = (“1}/2), on a ¢, = (_nl)

Or ¢, = (') = (-1)" et donc la série Y ¢, = Y. (~1)" est divergente.

n k n n n n-j n
6) a) Cy, :k;)(;)ajbk_j) = ;}(ajkgjbk_j) = ;}(W ;)bi) :]goajBn_j

n k
b) D’apres le a), M, = Z( > ak_ij). On procede ensuite comme au a) :
=0
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¢) Les suite (A,) et (B,) convergent respectivement vers A= )" a, et vers B= )" b,.
n=0 n=0
On peut donc appliquer le 3). La suite (M,,) converge vers AB.

n+1:5 py’ n+1:5 b n+1

N.B. Ce résultat est di a Cesaro, cf. note historique a la fin du corrigé.



7)

Théoréme d’Abel Par hyp. de cette question, la suite (C),) converge vers une limite C. Par
le théoreme de Cesaro rappelé au début de I’énoncé, on sait alors que M,, — C. Or par la

n—+o0o
question précédente, M,, — AB. Donc C' = AB.
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Théoréme de Mertens

n
a) Par 5. a), on sait déja que C), = Z an_iB;.
i=0

n n n

On peut réécrire cette égalité C,, = > a,—i(B; = B) + Y an—iB = Y. ay_i(B; - B) + A, B ce
i=0 i=0 i=0

qui est I'égalité demandée.

b) La majoration donnée est conséquence immédiate du a) avec I'inégalité triangulaire.

+o00

Soit & > 0. Comme ) |a,| = A< +00, et que B; — B il existe un 4 tel que :
n=0 i—>+00
Vixig, |B;-DB|<e =... (1)
On écrit donc
n 10 n
> lan-il|Bi = Bl = Y |an-i||Bi = Bl+ ) lan-il.|B; - B (2)
i=0 i=0 izig+1

Or, i étant ainsi fixé, comme a,, — 0, il existe un rang ng tel que :

n—+o0o
Vn>ng, |an—il<e’=...
et comme pour tout ¢ < ig, n —1% >n —ip, on a, mieux :
Yn2>ng,V i<, |Cln_i|SE" (3)

Avec (1) et (3) dans (2), on obtient :

Vinsno, SlandiBi-Bl < &S (Bi-Bl+e Y |anl

=0 i=0 i=ig+1

70 +o00
"3 |B; - B|+&" Y |ax (4)
1=0 k=0

IN

IA

C’est maintenant le moment de préciser le choix des €’ et ¢’ dans (1) et (3).
Bien st il faut bien respecter l'ordre des choix et commencer par (1) :

.. g/2 . .
e On choisit donc &’ = +°°/ (on suppose que (a,) n’est pas la suite nulle sinon tout est
lax|
k=0
trivial).
Ce choix fait, on a ig fixé comme dans (1).
e/2
e On choisit alors ¢” = Z;
0
> |Bi - Bl
i=0

Avec ces deux choix, I'inégalité (4) donne :

n

i=0 2 2
On a bien démontré que :
n
2 lan-il-{Bi = Bl — 0 (6)

=0



10)

En revenant alors a I'inégalité donnée par 1’énoncé :
n
|Cr — AB| < Y |an—i|-|B; - B| + |B|.|A, - A].
=0

comme |A, - A| — 0, on conclut bien, par majoration que :
n—+o0o

C,-AB — 0

n—>+o0o

Théoréeme de Toplitz (1911) a) Méthode Cesaro : soit € > 0.
Comme u, —> 0, on a un ng tel que :

n—+oo

¥ n > no, Mg’:% (7)

On considere alors, pour tout n > ng :

no n

n
| D cnpur | < D lenpllurl+ D0 lennl-luxl
k=0 k=0 k=no+1
no n
< Z | k- [uk] + €’ Z [Cn k|
k=0 k=ngp+1
no
< Y lenklJug| +€'C of. Hy
k=0
ng
< Y len gl Juel + /2 (8)
k=0

Ensuite on utilise (H;) pour chaque terme de la premiere somme dans (8).
Soit M = max(|ugl, [u1], .-, |tne|)-
Pour chaque k € [0,n], comme c;,, — 0, on a un Ny tel que :

n—>+oo

3

Vn> Ny, leps | <6’ = ————
n 2 Nislen | 2M.(ng + 1)

Soit N =max(No, ..., Np,,no), alors par les inégalités (8) et (9) :

n € no
Vn>N, Cn kUL | £ ———= Jug|+e/2<e 10
IkZ:;) | 2M(n0+1),§| | +¢e/ (10)

ce qui donne la conclusion.

n n n
s , . / /
b) Dans le cas général, on écrit u,, = ul, + £ et Z Cn kUL = Z Cn iUy + 1 Z Cn k-
k=0 k=0 k=0
n

Dans cette derniére somme, le premiere terme Z Cn iUy, tend vers 0 par le a) et le second
k=0

vers ¢ par (Haz). O
On sait déja, comme vu au 6), que (C,,) est le produit de Cauchy de (a,) et (B,) ce qu’on
peut écrire :

n

Cn = Z an—kBk

k=0
En introduisant les restes (i, comme suggéré par 1’énoncé, on a By = B — i et la formule
précédente devient :

Cn=Y an-k(B-Pk) =) an-kB= ani Be=AB =) ani B,
k=0 k=0 k=0 k=0

comme annoncé par I’énoncé.



On va donc appliquer le théoreme de T6plitz de la question précédente avec ¢, 1 = an-f en
vérifiant seulement (Hy) et (H3) car S T 0.
—+00

Pour (Hy) : pour chaque k fixé, a,—r, —> 0cara, — 0 comme T.G.S.C.
n—>+oo n—+oo

n +o00
Pour (Hs) : pour tout n € N )" |ay—x| < > |a;| = A d’ott la conclusion avec C = A.
k=0 i=0
n

Ainsi le 9) s’applique pour montrer que Z - B — 0 et comme A, B — A.Bon a
pry n—+oo n—+o0

la conclusion.

Note historique : le résultat du 6) (la convergence en moyenne du produit de Cauchy) est di a
Cesaro dans un article de 1896 (Bulletin des Sciences Mathématiques : < Sur la multiplication des
séries »). C’est pour la démonstration de ce résultat que Cesaro démontre le résultat du 3) et donc
ce qu’on appelle théoréme de Cesaro en prépa.

Le résultat du 7) est déja donné par Abel dans les années 1820 comme conséquence de son
théoreme de convergence radiale que nous verrons au chapitre série entiere.

Le résultat du 8) est appelé théoréme de Mertens, publié par Mertens en 1875.

Le résultat du 9) est appelé théoréme de Toeplitz, publié par celui-ci en 1911.



