UNIVERSITE D’AIX-MARSEILLE I - U.F.R. M.I.M.

THESE

pour obtenir le grade de
DOCTEUR DE L'UNIVERSITE DE PROVENCE
Discipline : Mathématiques
ECOLE DOCTORALE de Mathématiques et Informatique de Marseille
présentée et soutenue publiquement
par
Romain BONDIL

le 10 juin 2002

Géométrie des problémes de multiplicité
et équisingularité dans un idéal

Directeur de these :

M. LE Ding Trang

RAPPORTEURS
Mme Monique LEJEUNE-JALABERT Directeur de recherche, Université de Versailles
M. Mark SPIVAKOVSKY Directeur de recherche, Université de Toulouse
JURY

M. Paul-Jean CAHEN Professeur, Université Aix-Marseille 11

M. LE Ding Trang Professeur, Université de Provence

Mme Monique LEJEUNE-JALABERT Directeur de recherche, Université de Versailles
M. Mark SPIVAKOVSKY Directeur de recherche, Université de Toulouse
M. Bernard TEISSIER Directeur de recherche, Université de Paris VII

M. David TROTMAN Professeur, Université de Provence



Remerciements singuliers et pluriels

Ma premiére rencontre avec Lé Dung Trang date de novembre 1996, alors que je venais lui
demander un sujet de mémoire de D.E.A. A T'occasion de ce mémoire, son souci constant de
me permettre de dégager des concepts (géométriques ou combinatoires) au-dela des descriptions
calculatoires m’a séduit et a participé 4 ma décision d’entreprendre une thése.

Au cours de cette thése, j’ai eu bien davantage l'occasion de profiter de la personnalité de
mathématicien de Lé Dung Trang, d’abord de son extraordinaire intuition qui traverse les diffi-
cultés techniques, ensuite de ’étendue de sa curiosité et de sa culture mathématique, qui donnent
libre champ a ses étudiants de s’orienter vers tel aspect de la théorie des singularités. Sur le plan
humain, j’ai profité chez Trang, outre sa patience, de son optimisme constant : il m’a appris que,
certainement, sans optimisme on ne peut pas démontrer de théoréme. Le sien me parait indestruc-
tible, et si je ne suis parfois pas sorti de son bureau plus assuré techniquement, j’y ai toujours
retrouvé cette assurance de la valeur de 'activité mathématique, activité qui me semble chez lui
extraordinairement naturelle!

J’ai eu aussi la chance de rencontrer Bernard Teissier au tout début de cette these, et de
bénéficier de ses conseils et de ses encouragements. Ensuite, Bernard Teissier n’a cessé de suivre
et soutenir mes différents travaux par son invitation & la conférence internationale de Saskatoon
d’abord, puis par son accueil, patient, clairvoyant et disponible méme pour les points les plus
techniques, au séminaire de I'Institut de Chevaleret.

La préparation de ces séminaires me permit de passer au crible les détails des travaux présentés
ici. Ils furent aussi 'occasion de rencontre avec (notamment) M. Vaquié, O. Piltant, A. Reguera, et
bien siir Monique Lejeune-Jalabert. Je remercie chacun d’eux pour les conversations qu’ils m’ont
accordé, et les mathématiques que j’'y ai apprises.

Les travaux de Monique Lejeune-Jalabert ont eu une grande influence sur moi. Le survey [LJ]
d’une part, et ses travaux avec G. Gonzalez-Sprinberg d’autre part, m’ont ouvert la compréhension
des propriétés des familles de courbes, et ont motivé mes travaux pour réunir ces deux points
de vues. Dans chacun de ces articles de Monique Lejeune-Jalabert, j’ai retrouvé le méme soin du
détail et de la clarté d’exposition: de tout cela je veux la remercier, ainsi, bien stir que du travail
de rapporter cette thése qu’elle a bien voulu accepter.

Les travaux de Mark Spivakovsky, et notamment ses “sandwichs”, ont également nourri ma
formation, et aussi certains projets non aboutis... pour l'instant! J’ai été trés honoré qu’il ait
accepté la charge de rapporteur de cette thése. Je dois dire que j’ai bénéficié d’un rapporteur
exceptionnel qui non content de relever une erreur dans un résultat intermédiaire, m’a aussi donné
la solution pour y palier en améliorant ainsi substantiellement la fin du premier chapitre.

L’algébre commutative est le substrat technique d’une partie de cette thése: je remercie Paul-
Jean Cahen pour son cours d’algébre commutative et quelques discussions “divisorielles”. Je suis
heureux qu’il ait accepté de faire partie de ce jury sur une thése dont les deux premiers chapitres
voudraient étre une algébre figurée (cf. [Ei] p. 23)...

Je dois & David Trotman ma premiére rencontre avec la théorie des singularités (réelles) en
été 1995, lors de mon stage de premiére année d’E.N.S. Qu’il me soit permis ici de le remercier
de cette premiére expérience. Je le remercie aussi comme directeur de 1’école doctorale, pour les
opportunités de déplacements & Nice, Trieste, Paris et Saskatoon, qui m’ont été données.

A D'Université de Nice, je veux remercier les professeurs J. Briangon, Ph. Maisonobe, et M.
Merle, qui m’avaient ouvert le monde des singularités des courbes encore lors d’un stage en 1996.
Durant ma thése, j’ai retrouvé avec plaisir cette université lors des séminaires Nice-Marseille, puis
a loccasion d’une invitation informelle de Michel Merle, qui m’a écouté une journée entiére!

A P'LM.L. de Marseille, je veux remercier Jean-Paul Brasselet et Anne Pichon pour 'organi-
sation d’un groupe de travail... & reprendre! Merci aussi & Jean-Paul pour son cours torique, et
sa disponibilité toujours souriante méme pour m’accepter en conférencier de derniére minute au
C.ILR.M.

Au C.M.I enfin, j’ai bénéficié aussi des cours et des conversations de G. Dloussky et K. Oe-
jelklaus, ainsi que de celles de leurs éléves Dan Zaffran et Laurent Bruasse. Par dela la distinction
analytique/algébrique ou local/global, certains objets communs ressurgissent avec surtout la pré-
occupation de faire de la géométrie.

Pour revenir au domaine des singularités, je veux aussi remercier tout spécialement les éléves



de Lé D.T. et B. Teissier que j’ai rencontrés a Marseille et a Paris. En tout premier lieu, je
remercie trés chaleureusement mon ami Jawad Snoussi pour sa présence au début de ma thése,
pour l'introduction au domaine des singularités des surfaces que sa propre thése a constitué pour
moi, et par dessus tout pour toutes les questions que nous avons échangées par email ou de vive voix
depuis quatre ans. Je veux ensuite remercier Meral Tosun, Fathi Youcef, Patrick Popescu-Pampu,
Pedro Gonzalez-Pérez, pour ces moments privilégiés de discussions sur des thémes singuliers, pour
leur écoute, leurs questions ou leurs explications. Parmi ceux qui sont encore en cours de thése, je
souhaite bon courage & Jean Pagnon et Eric Akeke: merci spécialement a Jean pour sa ténacité
(jointe a celle de Lé) a nous ouvrir le monde des singularités des orbites nilpotentes, malgré ma
propre lenteur a y rentrer.

Parmi les autres compagnons-thésards du C.M.I, je veux remercier tout spécialement Guillaume
Valette et Dwi Juniati. Merci & Guillaume pour avoir partagé chacun a nos bureaux ces dures heures
de début d’aprés-midi, que venaient rythmer Baudelaire, Rimbaud, ou bien Brassens ou Gaston
Berger... alors que la machine & café nous versait son poison pour qu’il nous réconforte. Merci a
Yuni, pour son sourire, parce qu’elle a « toujours gardé le courage », son exemple rendant illusoires
nos petites déprimes: terima kasih banyak.

Merci a tous ceux qui sont passés dans mon bureau pour m’« embéter avec leurs problémes » et
ainsi m’ouvrir & d’autres mathématiques: Sylvain (merci aussi pour Linux), Jeréme, Emmanuel...

Le travail de cette thése a été fait pour 'essentiel & Marseille, au Centre de Mathématiques
et d’Informatique; je voudrais en remercier ici tous les responsables (passés et présents) pour les
conditions de travail excellentes dont j’ai pu bénéficier ici, notamment ’accés permanent a 1’univers
(voir p. 183) et a la tranquillité de ma cellule R 122. Un merci spécial & Noelle Tabarracci pour sa
faculté a régler tous nos problémes, et & Anna Wojciechowska et Gérard Henry pour les livres et
les ordinateurs respectivement.

Malgré son confort, I'univers de la cellule R 122 ne suffisait pas. Merci au soleil et au vent sur
les Calanques et la Sainte Victoire, & tous ceux qui ont tracés des voies sur ces falaises; merci a
Geérard pour les discussions a rallonge sur les voies du week-end, et quand le temps était trop court
pour sortir, merci aux amis de la salle GRIMPER : ¢a fait du bien quelques blocs entre deux lemmes!

Merci enfin & ma famille et mes amis, notamment pour tout le temps que, grace a eux, je n’ai
pas consacré a cette thése! Un merci particulier & mon frére Frédéric pour I’exemple de sa ténacité
dans sa propre thése. Merci & mes parents pour leur soutien, et spécialement & ma meére, & qui je
dédie cette thése avec I’ensemble de mes efforts pour étudier, qui ne sont qu’une modeste réponse
A tout ce qu’elle a pu nous donner.

Loin de la surface des choses, j’adresse enfin & mon épouse Marie un merci qui n’est destiné
qu’a elle seule, comme le murmure d’un fin silence entre nous.






TABLE DES MATIERES 5

Table des matiéres

I Propriétés géométriques d’éléments génériques dans un idéal 9
Introduction 11
1 Eléments superficiels et géométrie 17
1.1 Généralités sur les éclatements . . . . . . . . ... 20
1.1.1  Construction de ’éclatement d'un idéal . . . .. ... .. ... ... 20

1.1.2  Transformée faible comme section par une hypersurface . .. . . .. 22

1.1.3 Equation de la transformée faible . . . . . . . ... .. ... ... .. 24

1.1.4 Fibre au-dessus de l'idéal maximal . . . . .. .. ... .. ... ... 24

1.1.5 Notion de transformée stricte . . . . . . . . ... ... .. ... ... 26

1.1.6 Dimension dans les éclatements . . . . . . . . .. ... ... ... .. 27

1.1.7 Décomposition primaire de R et éclatement . . . . . . . . . ... .. 28

1.2 Invariants de Hilbert-Samuel d’'un idéal . . . . . . . ... .. ... ... ... 29
1.2.1  Fonctions et polynémes de Hilbert-Samuel . . . . . . . ... ... .. 29

1.2.2  Caractéristique d’Euler, résolutions . . . . . . .. .. ... ... ... 31

1.2.3  Eléments superficiels . . . . . . . ... ... ... ... 32

1.3 Eléments transverses, approche algébrique . . . . . . . ... ... ... ... 35
1.3.1 Définitions et motivations . . . . . . .. ... Lo 35

1.3.2 Deux suites exactes . . . . . . . . . ... oo 37

1.3.3  Sorite d’égalité dans in;(f).G(I,R) Cinf(fR) . . . . . .. ... ... 38

1.3.4 Injectivité de la multiplication par f dans G(I,R) . . . . . ... ... 40

1.3.5 Caractérisation des éléments F-transverses . . . . . . . . . .. .. .. 42

1.3.6  Caractérisation des éléments Pl-transverses . . . . . . ... ... .. 44

1.3.7 Eléments superficiels et PO-transversalité . . . .. .. ... ... .. 44

1.4 Géométrie des éléments superficiels . . . . . ... ..o 46
1.4.1 Traduction géométrique de la notion d’élément superficiel . . . . . . 46

1.4.2  Approche géométrique de la caractérisation de Kirby . . . . . . . .. 50

2 Eléments v-superficiels 57
2.1 Définition et exemples . . . . . ... Y4
2.1.1 Définition avec la transformée faible . . . . . .. ... ... ... .. 57

2.1.2  Caractérisation dans G(I,R) . . . . . . .. .. .. ... ... .. 59

2.1.3  Un exemple d’élément v-superficiel non superficiel . . .. .. .. .. 59

2.2 Théorie géométrique de la multiplicité . . . . .. ... ... ... ... ... 60
2.2.1  Multiplicités de modules . . . . . . .. ..o 60

2.2.2  Un théoréme de Flenner-Vogel . . . . .. .. .. ... ... . .... 61

2.2.3 Applications a la multiplicité e(I/f,R/f) . . . . . . . .. ... ... 62

2.3 Eléments v-superficiels et réductions . . . . . . .. ... ... ... .. 65

2.3.1 Réduction et cloture intégrale . . . . . . . .. ... 65



TABLE DES MATIERES

2.3.2 Conditions équivalentes pour avoir une réduction . . . . .. ... .. 66
2.3.3 Application de la condition (DZ): élément v’-superficiel . . . . . . . 71
2.3.4 Cas des idéaux m-primaires : v%-superficiel équivaut a v-superficiel . 73
2.3.5 Application : théoréme de Rees . . . . . . . .. . .. ... ... ... 74
2.3.6 Conditions v et v° pour les idéaux non m-primaires . . . . . . . . . . 76
2.3.7 Cas ou la largeur analytique est maximale: un exemple . . . . . .. 78
2.3.8 Cas ol la largeur analytique est minimale: équidimensionnalité et
théoréme de Boeger . . . . . . . ... 80
2.4 Passage a 'éclatement normalisé . . . . . . ... ... 82
2.4.1 Cadre des anneaux réduits . . . . . . ... 82
2.4.2 Cloture intégrale des idéaux et normalisation . . . . .. ... .. .. 83
2.4.3 Obtention de I a partir de I’éclatement normalisé . . . . . . . . . .. 84
2.4.4 Caractérisation des éléments v-superficiels sur S7 . . . . . . . .. .. 86
Eléments généraux 89
3.1 Pinceaux et familles de courbes . . . . . . ... o Lo 90
3.1.1 D’un pinceau & une famille plate de courbes . . . . . . . .. ... .. 90
3.1.2  Propriétés topologiques des familles plates de courbes complexes . . 91
3.1.3 Conditions de résolutions simultanées . . . . .. .. ... ... ... 92
3.2 Directions exceptionnelles . . . . . . . .. ... 0oL 95
3.2.1 Définitions . . . . . ... 95
3.2.2 Eléments généraux vus dans une résolution . . . .. ... .. .. .. 100
3.2.3 Eléments généraux et composantes de Tyurina . . . . . .. ... .. 102
3.3 Nombre de Milnor . . . . . . . . . ... 104
3.3.1 Calcul du nombre de Milnor d’un élément général . . . . . . . . . .. 104
3.3.2 Premiére caractérisation . . . . . . . .. ... oo 106
3.3.3 Caractérisation des éléments généraux par le nombre de Milnor . . . 107
3.3.4 Cas de la dimension supérieure . . . . . . . . .. ... 113
Schémas projectifs 115
A.1 Structure de schéma projectif . . . . . . . . .. .. ... L. 115
A.2 Sous-schémas fermés . . . . . . . . ... 116
A.3 Un morphisme canonique . . . . . .. . . . .. ... 117
A.4 Morphismes de schémas projectifs . . . . . . .. ... ... L. 117
A.5 Cas particulier des plongements fermés . . . . . . . . .. ... ... ... .. 117
A6 Modules M sur ProjA . . . . . . ... 118
A7 «Bons» anneaux gradués . . . . . .. .. ... 119
Questions de dimensions 121
B.1 Dimension de ’espace total de ’éclatement . . . . . . . .. ... ... ... 121
B.2 Dimension des sous-schémas de Cartier . . . . . . . ... .. ... ... ... 122
B.3 Biéquidimensionnalité . . . . . . ... ... L 124
B.4 Dimensions des Spec et Proj d’anneaux gradués . . . . . .. .. .. ... .. 125
B.5 Ladimension des fibres. . . . . . . . . ... o 126
Calculs avec Singular 127
C.1 Ordre monomiaux et bases standard . . . . . .. ... ... ... ... ... 128
C.1.1 Ordre monomial . . . . . . .. ... ... ... 128
C.1.2 Exemples d’ordres monomiaux . . . . . . ... ... ... ..., 129

C.1.3 Quelques propriétés des ordres monomiaux . . . . . .. . .. .. .. 131



TABLE DES MATIERES 7

I1

C.1.4 Notion de base standard . . . . . . .. ... ... L. 131

C.2 Lien avec la notion de I-base standard . . . . . . .. .. .. ... ... ... 132
C.2.1 Notion de I-base standard . . . . . . . .. ... ... ... ... ... 132
C.2.2 M-Bases standard et ordres locaux raffinant la valuation . . . . . . . 133
C.2.3 Calculs des cones normaux pour un idéal non maximal . . . . . . . . 135

C.3 Applications : polynémes de Hilbert-Samuel . . . . . .. ... ... ... .. 137
C.3.1 Dulocalauglobal . . . .. ... .. ... ... ... ... ..., 137
C.3.2 Fonction de Hilbert d’anneaux gradués G(m,R) . . . . . . . ... .. 137
C.3.3 Codeutilisé . . . . . ... .. 138
C.3.4 Fonction de Hilbert pour un idéal m-primaire I #m . . . . . . . .. 138

C.4 Algorithmes avec des ordres globaux . . . . ... ... ... ... ... ... 138
C.4.1 Calcul de décomposition primaire . . . . . . . . . .. ... ... ... 138
C.4.2 Images d’applications, méthode d’élimination . . . . . .. .. .. .. 139
Résolution des surfaces par éclatements normalisés 141
1 Introduction . . . . . . . . L 143
1.1 Résolution des singularités des courbes . . . . . . .. ... ... 143

1.2 Cas des singularités de dimension supérieure . . . . . . . .. ... .. 144

1.3 Cas particulier des surfaces . . . . . .. ... .. ... 144

1.4 Le théoréme démontré ici . . . . . . . . ... .. ... 145

1.5 Sommaire . . . ... 147

2 Eclatement normalisé d’une surface complexe . . . . . . .. .. ... .... 148
2.1 Singularités de courbes et de surfaces . . . . . . ... ... 148

2.2 Normalisation . . . . . . . . . . ... 149

2.3 Eclatement (et éclatement normalisé) d'une singularité en O . . . . . 150

3 Systémes de paramétres génériques . . . . . . ... 151
3.1 Multiplicité et projections génériques . . . . . . . . .. ... ... L. 152

3.2 Cloture intégrale des idéaux et éclatements normalisés . . . . . . . . 153

3.3 Cloture intégrale et multiplicité . . . . . . .. ... ... ... ... 155

3.4 Eclatements de systémes de paramétres . . . . . . .. ... .. ... 155

4 Discriminant et nombre de Milnor . . . . . . . ... o000 156
4.1 Discriminant comme idéal de Fitting . . . . . .. .. ... ... ... 156

4.2 Nombre de Milnor des courbes complexes . . . . .. ... ... ... 157

4.3 Nature du discriminant Fitting . . . . . . .. ... ... ... .... 160

44 Calcul de la partie divisorielle du discriminant . . . . . . . . .. . .. 161

4.5 Un calcul de discriminant Fitting . . . . . .. .. .. .. ... .... 162

) Cone tangent et sections hyperplanes . . . . . . . .. .. ... ... ..... 164
5.1 Cone tangent . . . . . .. L 164

5.2 Notion de section hyperplane . . . . . . . .. .. .. .. ... .... 165

5.3 Sections v-superficielles . . . . . . ... ... 166

5.4 Sections hyperplanes générales . . . . . . .. .. .. ... ... ... 170

6 Propriétés des singularités minimales . . . . . . . . . .. .. ... L. 171
6.1 Singularités minimales de dimension 1 . . . . . . .. .. .. ... .. 172

6.2 Singularités minimales de surface . . . . . . . .. ... 174

7 Calcul du discriminant aprés un éclatement . . . . . . . . . ... ... ... 176
8 Application au théoréme de résolution . . . . . . ... ... ... ... ... 178
8.1 Lapaire (1) « o o v v o o e 178

8.2 Méthode de Jung avec projections génériques . . . . . . . . .. ... 178



8 TABLE DES MATIERES

8.3 Application : réduction au cas minimal . . . . . ... ... ... .. 179
8.4 Le cas des singularités minimales . . . . . . . . . .. ... ... ... 180
9 Perspectives . . . . . . . .. L 180

Bibliographie 183



Premiére partie

Propriétés géométriques d’éléments
génériques dans un idéal






11

Introduction

Comme indiqué par la table des matiéres, la thése se compose de deux parties intitulées
respectivement :

I Propriétés géométriques d’éléments génériques dans un idéal
1T Résolution des surfaces par éclatements normalisés

La partie I, formée de trois chapitres (avec trois annexes insérées pour la commodité du
lecteur) constitue le travail principal de la thése, que 'on va présenter dans 'introduction
qui suit. Au moment de la rédaction de ces lignes, le résultat principal du chapitre 3
a seulement été publié sous la forme d'une Note en commun avec Lé D.T., intitulée!:
Caractérisations des éléments superficiels d’un idéal (citée [B-L]).

La partie II est a quelques modifications preés, la reproduction du texte d’un article en
commun avec Lé D.T., cité |RES] dans la bibliographie.

Cette seconde partie posséde sa propre introduction (p. 143 et seq.). Disons seulement
ici qu'il s’agit d’un texte introductif a la résolution des singularités des surfaces (complexes)
contenant ’exposé d’une méthode originale de résolution (décrite aux § 7 et 8), que l'on a
fait précéder d’une présentation détaillée de différents aspects classiques de la théorie des
singularités de surfaces (des § 1 a 5: éclatements, multiplicités, discriminants, nombres de
Milnor, coénes tangents, et sections hyperplanes).

Un autre point important de la partie II, qui justifie aussi son incorporation & la suite
de la partie I, est qu’on y trouve aussi (surtout au § 6) un exemple frappant d’application
des résultats de la théorie de la multiplicité (donnés dans la partie I au § 2.2.3) dans le
cas de I’étude des singularités minimales de surfaces. Le lecteur trouvera ainsi au II § 6,
la démonstration d’un certain nombre de propriétés des singularités minimales de surfaces
(données sans démonstration dans [Kol).

La suite de I'introduction va exposer le contenu de la premiére partie de la thése.

Propriétés géométriques d’éléments génériques dans un idéal
(d’un anneau local)

L’objet étudié

i) Etude d’une singularité — On a rajouté dans le titre ci-dessus la précision que 1'on
se place dans un anneau local, c’est-d-dire un anneau commutatif avec unité possédant
un unique idéal maximal (on supposera en outre cet anneau noethérien). Dans les deux
premiers chapitres, on ne suppose initialement rien de plus sur cet anneau. Cependant, si

1. un peu improprement puisqu’il y est davantage question d’éléments v-superficiels que d’éléments
superficiels... (voir plus loin la définition de ces termes).
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R est notre anneau local, on pense plutét a lui comme & un objet géométrique « local »,
qui est le schéma affine Spec R associé?, que I'on appelle aussi une singularité.

On s’intéresse donc aux singularités de maniére trés large dans ces deux premiers
chapitres, alors qu’au chapitre 3, on considére de maniére beaucoup plus particuliére les
anneaur locaux analytiques normaux de dimension deux c’est-a-dire géométriquement les
germes de surfaces complexes normales.

Avant que les deux premiers chapitres ne prennent leur vie propre, ils ne devaient que
servir de préliminaires généraux a l'exposé du chapitre 3 qui détaille un résultat sur les
surfaces normales présenté dans la Note |B-L|. Les techniques et les idées utilisées dans ce
chapitre 3 sont parfois trés particuliéres & la dimension deux, cependant le résultat principal
fait sens en dimension quelconque (& condition de se restreindre au cas des intersections
complétes, pour définir un nombre de Milnor) 3.

i1) Eléments d’un idéal —I1 faut ensuite noter que pour cette étude d’une singularité, on
s’intéresse aux « éléments d’un idéal » de notre anneau local. Ici, il me parait souhaitable
vis-a-vis du lecteur sans goiit particulier pour 'algébre, de souligner que la motivation
originelle se trouve 1a encore dans 1’étude exposée au chapitre 3. Il s’agissait initialement
de mieux comprendre les propriétés des pinceaur de courbes?® tracés sur une singularité de
surface normale, en prolongement du travail de J. Snoussi dans sa thése [Sn-1] (Chap. 5).

Il est assez facile de définir une notion naturelle d’« élément général » dans un pinceau
de courbes, par exemple, numériquement, comme toutes les courbes de nombre de Milnor
minimum. Cependant si I'on est sur une surface (S,0) et qu’on considére deux courbes f,g
deéfinissant un idéal (f,g) de méme multiplicité que I'idéal maximal et deux autres courbes
(f',9") avec la méme propriété, on a envie de comparer les propriétés des éléments généraux
respectifs des pinceaux af + Bg et o/ f' + ['¢’.

On s’apercoit alors que pour comparer des pinceaux entre eux, on a avantage a consi-
dérer plutot les idéaur engendrés par ces pinceaux (et méme les clotures intégrales de ces
idéaux) (cf. notamment § 3.3.2).

On y gagne un certain nombre de résultats d’invariance (par exemple le nombre de
Milnor minimal dans I’idéal est atteint comme nombre de Milnor minimal dans tout pinceau
qui engendre une réduction de l'idéal).

Ce point de vue des idéaux englobe aussi celui développé dans le cadre de 1’étude des
familles de germes de courbes planes avec la théorie des idéaux complets de O. Zariski (cf.
[S-Z] App. 5, [Li-4] et [LJ]).

Finalement on peut dire qu’étudier les singularités a partir des idéaux de l’anneau
local considéré, c’est étudier les familles linéaires de diviseurs de Cartier tracés sur cette
singularité, ce qui plus restrictif que ’étude générale des familles de diviseurs de Weil tracés
sur cette méme singularité (comparer e.g. a [G-L1]).

ii1) Trois conditions génériques — Si R est un anneau local noethérien d’idéal maximal
m, et dans le cas particulier o I est un idéal m-primaire, alors le quotient I/ml est un
R/m-espace vectoriel de dimension finie.

Ainsi, si on étudie des propriétés des éléments f € I qui ne dépendent que de la classe
de f dans I/mlI, on dira qu’une telle propriété est générique si elle définit un ensemble
générique (contenant un ouvert dense pour la topologie de Zariski) de I'espace vectoriel
I/mlI.

Dans la thése, on étudie (essentiellement) trois propriétés vérifiant cette condition de

2. resp. l'espace analytique Specan R si R est un anneau analytique

3. et est déja vérifié en dimension supérieure dans certains cas particuliers, voir la fin du chapitre 3

4. c’est-a-dire les familles de courbes de la formes af + 8g = 0, ou «,( varient dans C et f,g sont deux
germes de fonctions
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généricité, qui correspondent a chacun des trois chapitres. Ces trois conditions définissent
trois types d’éléments d’un idéal I:

1) les éléments superficiels,

2) les éléments v-superficiels,

3) les « éléments généraux » (avec une définition bien particuliére®).

Nature de I’étude

i) Des conditions géométriques — Un premier point fondamental dans notre point
de vue est que les trois conditions précédentes sont données par des conditions géomé-
triques c’est-a-dire comme des conditions qui s’expriment sur I’éclatement ou I’éclatement
normalisé de I’idéal I.

La définition des éléments superficiels est due & P. Samuel et admet plusieurs expres-
sions algébriques « élémentaires » mais pas forcément transparentes. Dans le chapitre 1,
nous explicitons le cadre et les outils géométriques permettant de traduire cette définition
pour un élément f € I comme une condition géométrique d’incidence d'un « hyperplan » ©
associé & f avec l'espace de ’éclatement de 'idéal I. Il apparait que la compréhension en
ces termes de la définition de Samuel permet de mieux en utiliser les propriétés: notam-
ment on donne une nouvelle formulation assortie d’'une démonstration « géométrique »
d’une caractérisation des éléments superficiels due originellement & D. Kirby, qui donne
des propriétés importantes (comme la PO-transversalité, cf. § 1.4.2).

Compte-tenu de l'interprétation des éléments superficiels donnée au chapitre 1, on peut
définir une propriété plus faible des éléments d’un idéal que I'on appelle v-superficialité,
a cause de sa caractérisation (dans le cas particulier des anneaux réduits) par les valua-
tions de I’élément le long des composantes exceptionnelles de I’éclatement normalisé de 1.
L’étude des éléments v-superficiels fait 'objet du chapitre 2. L’utilisation d’une condition
géométrique sur I’éclatement normalisé pour étudier les clotures intégrales des idéaux (et
donc aussi les problémes de multiplicité) dans le cadre des anneaux réduits, rejoint le point
de vue développé notamment par M. Lejeune-Jalabert et B. Teissier dans leur séminaire
(|[LJ-Te]), mais I'intérét d’une définition plus générale, pour les anneaux non nécessairement
réduits, apparait rapidement si I'on s’intéresse par exemple aux propriétés des sections du
cone tangent (non nécessairement réduit) & une variété singuliére: cela est illustré dans
I'étude faite pour les singularités minimales dans la deuxiéme partie (cf. [RES| § 6) ou le
chapitre 2 sert en quelque sorte de yoga sur les multiplicités des sections hyperplanes.

Enfin, au chapitre 3, on introduit, dans le cadre des surfaces complexes, et avec
des arguments de transversalité, les éléments généraur d’un idéal qui sont des éléments
v-superficiels vérifiant en outre une propriété de transversalité. Les éléments généraux de
I'idéal maximal d’une surface normale sont exactement, en fixant un plongement de la
surface pour que I’élément en question soit une section hyperplane, les sections hyperplanes
qui ne sont pas limites d’hyperplans tangents (cf. [Sn-2]).

ii) Des conditions ayant une caractérisation numérique — Le second point fon-
damental est qu’a chacune des propriétés géométriques énumérées ci-dessus correspond (ou
presque) une caractérisation numérique.

Précisément, au chapitre 1, on explique comment les éléments superficiels sont reliés a
I'étude des polynomes de Hilbert-Samuel (notés P}’ R et PR r), et on caractérise les éléments

5. la terminologie est issue de celle de « section hyperplane générale » utilisée par Lé et Teissier: les
sections hyperplanes générales (définies comme « non limites d’hyperplans tangents ») ne sont autres que
les éléments généraux de I'idéal maximal au sens de notre définition.

6. ou plutot d’une hypersurface de degré s si f € I® — I°F!
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PI{ p-transverses (c’est-a-dire les éléments f € I pour lesquels on peut obtenir le polynéme
de Hilbert-Samuel Pll /¢,R/§ COMIME une différence des valeurs du polynoéme P}’ ) comme les
éléments superficiels non diviseurs de zéros. On montre aussi que les éléments superficiels
sont P°-transverses mais on ignore si cette propriété caractérise les éléments superficiels.

Au chapitre 2, on montre comment les éléments v-superficiels sont reliés & la théo-
rie de la multiplicité pour les idéaux m-primaires, et d’autre part comment une variante
de la v-superficialité, appelée v0-superficialité, est reliée naturellement & la notion de dé-
pendance intégrale des idéaux. Ce point de vue est particuliérement important d’une part
pour certains arguments du chapitre suivant, et d’autre part parce qu’il conduit & des
démonstrations nouvelles des théorémes de Rees et Boger sur le lien entre multiplicité et
dépendance intégrale.

Alors que la notion d’élément v-superficiel était déja présente dans la Note |B-L| et
appliquée au probléme de dépendance intégrale, on doit ici souligner I'influence du livre
récent de H. Flenner, L. O’Carroll et W. Vogel: Joins and Intersection (cité [FOV]) pour
ce qui concerne la théorie de la multiplicité, et par ricochet, 'application aux théorémes
de Rees et Boger.

Enfin, au chapitre 3, le théoréme principal caractérise les éléments généraux d’un
idéal comme les éléments & nombre de Milnor minimum.

Cette caractérisation numérique, telle quelle, ne peut s’étendre en dimension supérieure,
sauf pour les intersections complétes. Mais méme dans ce cas, on ignore comment 1’obtenir
pour un idéal m-primaire autre que 'idéal maximal (voir le § 3.3.4 pour le cas de l'idéal
maximal).

La part des idéaux m-primaires et comment aller plus loin

Le chapitre 3 est consacré seulement aux idéaux m-primaires: cela est lié & sa moti-
vation originelle qui était d’avoir une théorie unique comprenant la théorie des pinceaux
de courbes de C? et la théorie des pinceaux de courbes sur une surface normale esquissée
dans [Sn-1] qui n’étudiait que les pinceaux engendrant un idéal de méme multiplicité que
I'idéal maximal de la surface.

En revanche, dans I’étude des deux premiers chapitres, on a essayé de développer le plus
possible le cas général des idéaux non m-primaires. Dans le chapitre 1, les caractérisations
géométriques des éléments superficiels sont données en toute généralité, alors que celles
dépendant des invariants de Hilbert-Samuel se limitent au cas m-primaire. De méme, dans
le chapitre 2, le lien entre élément v-superficiel et cléture intégrale est donné en toute
généralité, ce qui permet de comprendre des distinctions qui n’apparaissent pas dans le
cas m-primaire (cf. les exemples § 2.3.7 et 2.3.8), et méme si le lien avec la multiplicité
n’est donné que dans le cas m-primaire, cela a aussi des conséquences pour les idéaux non
m-primaires (théoréme de Boger).

Pour aller plus loin, parmi les invariants numériques connus pour les idéaux non m-
primaires, il semble que la j-multiplicité de [FOV] (introduite comme un coefficient dans le
calcul du cycle de Vogel en théorie de l'intersection) soit assez significative pour donner des
généralisations de résultats de type Rees-Boger: on renvoie a l'article récent de H. Flen-
ner et M. Manaresi (|[FI-Mal) ou il est montré que pour J C I deux idéaux quelconques
d’un anneau local (complet équidimensionnel) la condition J est une réduction de I est
équivalente a I'égalité j(IR,,R,) = j(JRp,Rp) pour tous les p € Spec R.
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Role des annexes face aux motivations de la thése

La premiére partie comprend trois annexes numérotées A,B,C. Elles ne contiennent
aucun résultat nouveau mais la nature de leur contenu est assez différent de 'une a 'autre.

Le contenu de ’annexe A est trés classique: il s’agit d’un glossaire sur les schémas
projectifs. Suivant l'expression consacrée (cf. [EGA] ou l'introduction de [KI-Th]) il ne
s’agit que de géométrie algébrique élémentaire.

La motivation de cette annexe A s’enracine dans celle du chapitre 1 (et aussi du cha-
pitre 2): décrire dans un langage géométrique ce que l’on écrit d’habitude seulement en
terme d’algebre commutative” (par exemple éviter le recours au lemme d’Artin-Rees en le
réduisant, au pire, au fait qu’un éclatement est vide si, et seulement si, I'idéal est nilpotent)
pensant que ce cadre géométrique donne des formulations plus « naturelles ».

On notera que cela ressemble beaucoup & la motivation du plus difficile [KI-Th|, qui
s’intéresse aux multiplicités de Buchsbaum-Rim et dont le contenu doit siirement, pour qui
I’a compris, redonner comme cas particulier les résultats sur la multiplicité et la cloture
intégrale du chapitre 2 (pas ceux du chapitre 1 qui sont de nature différente), également
par des méthodes géométriques.

Dans |[KI-Th|, le langage de la « géométrie algébrique élémentaire » sert parfois de
repoussoir au lecteur peu averti, méme motivé! La nature plus classique des objets étudiés
ici (multiplicité de Samuel et non de Buchsbaum-Rim) fait espérer a 'auteur de la présente
these que le lecteur (et I'auteur lui-méme!) pourra utiliser ce travail comme préliminaire a la
compréhension géométrique des problémes de multiplicités, domaine visiblement en pleine
activité comme le souligne le récent travail de Simis, Ulrich et Vasconcelos (cf. [SUV]) qui
donne des preuves plus simples de résultats de [KI-Th].

L’annexe B intitulé Questions de dimensions est de nature assez technique: elle étu-
die un certain nombre de vérités intuitives (i.e. vraies pour les schémas de type fini sur un
corps!) pour le comportement de la notion de dimension dans les schémas généraux. Disons
seulement que le gotit de 'auteur pour « les anneaux généraux » vient certainement de
I'inconfort que donne, dans ’apprentissage des singularités, la diversité des cadres d’étude,
toujours locaux (anneaux analytiques, complets, localisés d’anneaux affines...) donc tou-
jours un peu « a coté » de la géométrie algébrique classique...

En outre, sans doute & cause de la communauté de motivation soulignée ci-dessus,
cette annexe B rejoint en partie les considérations sur la dimension de [KI-Th]| § 3.

Enfin, Pannexe C est d’une tout autre nature, puisqu’elle se veut un glossaire sur
les méthodes d’algébre commutative assistée par ordinateur que 1’on a pu utiliser dans les
deux premiers chapitres, et des commandes de logiciel SINGULAR correspondantes. Comme
souligné dans l'introduction de ladite annexe, si les manuels sont aujourd’hui nombreux
pour l'utilisation des bases de Grobner dans les anneaux de polynémes, la manipulations
des bases standard dans les anneaux localisés est beaucoup plus récente, ce qui m’a fait
apparaitre la nécessité de cet appendice.

8

7. je remercie Lé D.T. pour son soutien et son exemple dans cette démarche de vouloir s’attacher au
caractére géométrique ...
8. cf. la note 7
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Chapitre 1

Eléments superficiels, polynomes de
Hilbert-Samuel et géométrie

I am a deeply superficial person.

Andy Warhol (1928-1987)

Introduction

Historique

La notion d’élément superficiel a été introduite par P. Samuel pour les idéaux m-
primaires d’un anneau local dans son article: La notion de multiplicité en algébre et en
géométrie algébrique (cf. [Sa] p. 182). Comme indiqué par le titre de cet article, 'objectif
de Samuel était la théorie de la multiplicité, et plus précisément de fonder une théorie de
la multiplicité valable dans les anneaux locaux (noethériens) généraux, en définissant la
multiplicité d’un idéal comme le coeflicient directeur de ce qui est maintenant appelé son
polynome de Hilbert-Samuel (cf. infra).

Les éléments superficiels d’un idéal m-primaire I d’'un anneau local R apparaissaient
alors comme des éléments f € I (qui ont le mérite d’exister toujours) pour lesquels la
multiplicité e(I,R) se transmet a l'idéal I/f de anneau quotient R/f, c’est-a-dire pour
lesquels on a ’égalité:

e(l,R) =e(l/f,R/f). (1.1)

Grace a (1.1), on peut étudier la multiplicité par récurrence jusqu’a la dimension zéro.

Par ce procédé, Samuel résolvait le probléme posé par les formules précédentes (en
termes de longueurs) pour la multiplicité: ces formules échouaient sur le probléme du
traitement des composantes immergées (cf. 'exemple de Macaulay dans [Sa| p. 191), mais
cela nécessitait naturellement d’autoriser des éléments superficiels diviseurs de zéro.

Les deux motivations de ce chapitre

Remarque préliminaire — La définition donnée par Samuel des éléments superficiels d’un
idéal I fait encore sens si on ne suppose pas que I est un idéal m-primaire. Aussi les
caractérisations géométriques qui sont présentées dans le i) ci-dessous sont-elles développées

1. Ce probléme avait aussi été résolu par 'approche de Chevalley dans [Chv], mais seulement pour les
systémes de paramétres dans un anneau complet réduit, contenant une copie de son corps résiduel. On
consultera aussi I’historique de [HIO] (6.7)
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pour un idéal I quelconque (non nilpotent), puis on spécifie les propriétés supplémentaires
du cas m-primaire.

En revanche, la propriété (1.1) de transmission de la multiplicité n’a, telle quelle, de
sens que dans le cas I m-primaire. Malgré I'existence de théories généralisant cet énoncé
au cas non m-primaire (pour lesquelles on renvoie a la multiplicité généralisée de [HIO]
§ 3, a la j-multiplicité de [FOV]| Chap. 6, et a la notion de multiplicité mixte e.g. dans
[Sw]), I'étude de la transversalité pour les invariants de Hilbert-Samuel présentée dans le
ii) suivant se place dans le cadre des idéaux m-primaire, qui semble de toute fagon une
premiére étape nécessaire.

i) Géométrie des éléments superficiels — La premiére motivation de ce chapitre pro-
vient de la constatation que la définition de Samuel, une fois simplifiée via le langage
des anneaux gradués (cf. déf. 1.2.7) s’exprime de maniére particuliérement naturelle dans
le langage de la géométrie projective. Précisément, si on note G(I,R) 'anneau gradué
EBN I"/1" un élément f € I8 — I°*! est superficiel si, et seulement si, en notant :
ne

&r == Proj(G(L,R)),

le schéma projectif associ¢ a G(I,R), I'application my : Og, — Og,(s) déduite de la
multiplication mys : G(I,R) — G(I,R)(s) par la classe de f € I*/I*T1 est injective (cf.
prop. 1.4.1).

Cependant, avec cette formulation, il reste & comprendre le sens géométrique de I'appli-
cation my, ce qui est possible en considérant le schéma £ comme le diviseur exceptionnel
de I'éclatement ey : S; — Spec R de I dans Spec R, et en introduisant la transformée faible
de f sur S7.

La notion de transformée faible (la terminologie provient de [Hk-2| p. 142) est ici un
outil essentiel, qui semble mal connu dans la littérature. (Elle apparait sous la forme de
transformée virtuelle dans le cas particulier de 'étude des amas de points cf. e.g. [LJ]).

Le paragraphe 1.1 est destiné a la mise en place du langage géométrique nécessaire (on
renvoie aussi a 'appendice A): au § 1.1.1, on rappelle la construction de 1’éclatement d’un
idéal, puis on introduit la notion de transformée faible dont on donne diverses caractérisa-
tions (comme section par une hypersurface au § 1.1.2, ou en terme d’équations homogénes
au § 1.1.3). Le contenu des sections 1.1.4 & 1.1.6 est plus classique, mais utile par la suite
(cf. la table des matiéres).

Le § 1.4 est consacré a I’étude géométrique des éléments superficiels.

Le langage introduit dans le § 1.1 permet d’obtenir & la prop. 1.4.5 la caractérisation
géométrique suivante:

Proposition (1.4.5). Si I est un idéal d’un anneau noethérien R, un élément f € I est
superficiel, si et seulement si, en notant (f)* sa transformée faible sur St on a la propriété :

Supp((f)*) N Ass(&;) = 0,

ot Supp((f)#) désigne le support de la transformée faible et Ass(Er) Iensemble des points
associés au schéma Er.

Bien entendu, cette caractérisation n’a d’intérét que si elle permet de mieux comprendre
la construction et les propriétés des éléments superficiels. Cela se vérifie d’abord sur les
exemples de déterminations d’éléments superficiels, les premiers étant donnés a la page 49,
d’autres interviendront dans les chapitres suivants (e.g. p. 65). En fait, ces exemples uti-
lisent la caractérisation plus pratique du corollaire 1.4.6 dans le cas des idéaux m-primaires.

Ensuite parce que cette approche donne de nouvelles caractérisations des éléments su-
perficiels : ainsi au § 1.4.2, on caractérise les éléments superficiels comme ceux pour lesquels
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les transformées faibles et strictes coincident, et qui ne sont dans aucun idéal associé & R
ne contenant pas I (théoréme 1.4.22). Ce critére est 'analogue géométrique d’un critére
algébrique obtenu par D. Kirby dans [Ki| (que le lecteur trouvera ici au thm. 1.3.14), mais
les preuves sont ici totalement différentes.

ii) Eléments transverses pour un invariant — Si on suppose que I est un idéal m-
primaire, on peut dire qu’un élément f € I vérifiant la propriété e(I/f,R/f) = e(I,R)
(cf. (1.1)) est transverse pour la multiplicité, ou encore e-transverse.

En vérité, cette propriété n’est pas spécifique aux éléments superficiels, et on caracté-
risera au chap. 2 I’ensemble des éléments e-transverses d’un idéal.

Cependant, on a déja évoqué le fait que la multiplicité e(I,R) était définie a partir
du (des) polynéme(s) de Hilbert-Samuel de l'idéal I. Précisément, on définit la fonction
de Hilbert F? ,(n) = lg(I"/I"!), et la fonction de Samuel F} p(n) = lg(R/I™), dont
on montre qu7e leurs valeurs respectives coincident, pour n assez grand, avec celles de
fonctions polyndémes notées respectivement PIO R et P} g (théoréme de Hilbert-Samuel, voir
thm. 1.2.1). ’ ’

Au § 1.2, on rappelle toutes ces définitions et on donne les différentes approches pos-
sibles pour montrer le thm. 1.2.1. La preuve la plus rapide est esquissée a la suite de
I’énoncé du théoréme au § 1.2.1.

Au § 1.2.2, on donne une deuxiéme preuve qui repose sur l'identification des valeurs
F}) r(n) pour n assez grand avec celles de la caractéristique d’Euler-Poincaré cohomologique
X(bgl (n)), qui se trouve étre une fonction polynéme pour tout n (thm. 1.2.5).

Au § 1.2.3, on introduit la définition des éléments superficiels: on y admet le résultat
démontré plus loin que, pour un élément f € I superficiel, la fonction FIO7 g Vérifie:

Vn > ng, Flo/f’R/f(n) :F})’R(n)—F})’R(n—s). (1.2)

Cela donne bien stir une troisiéme preuve du thm. 1.2.1, mais surtout cette preuve est
nécessaire pour identifier le degré d du polynome de Hilbert Pﬁ r avec la dimension de
Krull dim(R) — 1.

Ainsi, on voit apparaitre l'intérét des éléments f € [ vérifiant des égalités du type
de (1.2).

Précisément, on dira que si f € I® — I**! I'élément f € I est F* (resp. Pi)—transverse
si, et seulement si, on a pour tout entier n € N ’égalité :

Fi/s ryp(n) = F g(n) = Ff g(n — s).

(resp. la méme égalité en remplacant les F? par des P?).

Le § 1.3 est consacré a la caractérisation des éléments transverses pour les invariants
Fiet P

Les cas de la Fi-transversalité (cf. § 1.3.5) et de la P'-transversalité (cf. § 1.3.6) sont
assez faciles si on dispose d’une certaine pratique de l'algébre dans les anneaux gradués.

Aussi, on a jugé utile de rassembler du § 1.3.2 au § 1.3.4 toute une série de lemmes
« multiformes » dans la littérature ou le folklore: plus précisément on s’intéresse aux
propriétés algébriques de la multiplication par un élément dans un anneau gradué (cf.
§ 1.3.2), en étudiant sous quelles conditions le conoyau de cette multiplication correspond
a ce qu’on veut (§ 1.3.3), et 'influence des propriétés du noyau sur le conoyau (§ 1.3.4).

A Tlinstar de I'auteur, le lecteur pourra se servir des sorites déclinés dans ces sections
(1.3.3) et (1.3.4) comme d’un dictionnaire entre le langage des conducteurs utilisé par les
algébristes et le langage plus imagé de la géométrie: a titre d’exemple ce dictionnaire per-
mettra au lecteur de comprendre géométriquement le théoréme de Kirby (cf. [Ki|) rappelé
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(et déja a moitié traduit) au thm. 1.3.14 (voir le § 1.4.2 pour cette approche géométrique,
cf. le i) précédent).

On finit enfin par donner le résultat (annoncé au (1.2) ci-dessus) que les éléments
superficiels sont P’-transverses: la premiére preuve donnée (§1.3.7) est indirecte et peu
satisfaisante du point de vue intuitif. Heureusement, la caractérisation de Kirby donne
un point de vue direct: si f est superficiel, le conoyau de la suite exacte déduite de la
multiplication par f:

0— Og,(—s) = Og;, = C—0,

s’identifie a Og, ” de sorte qu’en prenant la caractéristique d’Euler-Poincaré dans cette
suite exacte, on obtient la PY transversalité (grace aux égalités PP p(n) = x(Og, (n)), resp.

PIO/f,R/f(n) = X(Ogl/f(n)))'

1.1 Généralités sur les éclatements

A Frenchman once suggested to me that the French translation « éclater »
was chosen « pour faire peur aux gens ».

D. Eisenbud, in Commutative Algebra ... (cf. [Ei]), Chap. 5.

1.1.1 Construction de I’éclatement d’un idéal

La construction de I’éclatement est une application de la construction des schémas
projectifs rappelée dans I’appendice A.

Cette construction est bien connue, mais on veut fixer ici les notations utilisées par la
suite. On se contente en outre de définir les éclatements de schémas affines, ce qui nous
suffira dans le cadre local ott nous nous placerons (on renvoie a [EGA] II §8 ou [E-H| IV.2,
pour le cas général). Dans ce cadre affine, on peut utiliser comme références élémentaires
[HIO] §12 ou |[Ii] §7.10.

Soit R un anneau noethérien et I un idéal de R. On définit la R-algébre:

B(I,R) := R[It] = & I"t",
neN
graduée par les puissances de t, avec par convention I° = R.

Par construction, 'anneau B(I,R) est engendré comme R-algébre par les éléments
de degré 1, et 'hypothése R noethérien entraine que c’est une R-algébre de type fini.
De la sorte, B(I,R) est un bon anneau gradué pour faire de la géométrie au sens de la
définition A.7.1.

Définition 1.1.1. Le morphisme structural (cf. prop. A.3.1):
er : Proj(R[It]) — Spec R,

est appelé l’éclatement de I'idéal I dans ’anneau R ou éclatement du schéma S := Spec R
le long de I (ou encore, le long du sous-schéma V' (I) défini par I dans S).

On notera Sy := Proj(R[[t]) I'espace total de I’éclatement de S le long de I.

Remarque 1.1.2. Notons les deux cas particuliers suivants:

— si idéal I = (f) est principal et engendré par un élément f non diviseur de zéro,
alors ey est un isomorphisme Sy ~ S (cf. e.g. [li] Prop. 3.2). La réciproque est vraie
d’aprés la prop. 1.1.4 ii) infra.

— S; = 0 si, et seulement si, I'idéal I est nilpotent, i.e. il existe un entier m tel que
I =0 (cf. rem. A.1.4).



1.1. GENERALITES SUR LES ECLATEMENTS 21

On note V(I) le sous-schéma défini par I dans S = Spec R. La préimage schématique
Er = (er) ™Y (V(I)) de V(I) par Péclatement e; s’obtient par définition (cf. [Ii] § 1.22 b),
comme le produit fibré:

&1 = 81 xg R/I ~Proj(G(I,R))),

ol 'on note:
G(I,R) = @ I"/I""!,
neN
la R-algébre graduée associée a la filtration de R par les puissances de I.

Avant d’énoncer la propriété fondamentale des éclatements, on rappelle encore une
terminologie :
Définition 1.1.3.

i) Si X est un schéma, et Y est un sous-schéma de X, on dira que Y est un sous-
schéma localement principal de X s’il existe un recouvrement de X par des ouverts affines
U; = Spec A; dans lesquels Y N U; est défini par un idéal principal (f;) C A;.

ii) On dira que Y est un sous-schéma de Cartier de X s’il vérifie le i) et qu’en plus tous
les f; € A; sont non diviseurs de zéro.

Une terminologie plus standard pour le ii) est de dire que Y est un diviseur de Cartier
effectif de X. La terminologie pratique de « sous-schéma de Cartier » est celle utilisée dans
[E-H]| (IV-15).

On peut maintenant énoncer :

Proposition 1.1.4. i) Le sous-schéma & est un sous-schéma de Cartier de S7.
i) Si f: X — S est un morphisme tel que f~1(V (I)) est un sous-schéma de Cartier, alors
il existe un morphisme, unique, g : X — Sp, tel que f =ejog.

(La propriété universelle donnée au ii) est souvent prise comme définition des éclate-

ments (cf. [Hk-2| Ch. 0, § 2 et [E-H| IV-16)).

Preuve: 1) En effet, par construction des Proj, l'espace Sy est recouvert par les cartes
affines d’anneaux B(I,R) ) pour z € I, ot B(I,R)(;) désigne le localisé homogéne (cf.
def. A.1.2).

Il est facile de vérifier I'isomorphisme suivant (cf. e.g. [HIO] (12.6)):

B(I,R)(z) = R[I/x].

On peut se limiter a x € {ho, ... ,h,}, pour une famille (hy, ... ,h,) qui engendre I'idéal I
(cf. lem. A.1.3 1)).

L’anneau R[I/h;] est réduit a zéro si, et seulement si, h; est nilpotent. Donc St est
recouvert par les Spec R[I/h;] avec h; non nilpotent dans R. Dans ce cas, h; est non
diviseur de zéro dans R[I/h;] (par construction de 'anneau des fractions), et on a ’égalité

I.R[I/hi] = hy.R[I/h;],

ce qui signifie que le schéma &; défini par la préimage de I sur St est un sous-schéma de
Cartier (déf. 1.1.3).

ii) Pour montrer la propriété universelle énoncée au ii), il faut d’abord étendre la défini-
tion de I’éclatement d’un idéal dans un schéma affine a la notion plus générale d’éclatement
d’un faisceau cohérent d’idéaux sur un schéma quelconque : on peut le faire par localisation
(cf. e.g. [Ti] (7.10)). (On ne se servira nulle part ailleurs de cette construction globale).

Ensuite si f : X — S est un morphisme (avec X localement noethérien), on peut
considérer 'idéal J = I.Ox et I'éclatement X7 de J sur X. On a alors un morphisme
naturel X7 — X X g S5 qui par projection sur S; donne un morphisme g : X7 — S7.



22 CHAPITRE 1. ELEMENTS SUPERFICIELS ET GEOMETRIE

Si J est localement principal, en appliquant la remarque 1.1.2 i) localement, on a
I'isomorphisme: X 7 ~ X, ce qui donne bien le morphisme g : X — S recherché. O

Notion de transformée faible

La définition 1.1.6 qui va suivre introduit la notion de transformée faible d’'un élément
f € I dans un éclatement, notion qui jouera un role fondamental par la suite. La termino-
logie transformée faible est due a H. Hironaka (cf. [Hk-2| p. 142).

Une autre terminologie possible aurait été celle de transformée virtuelle (& cause de son
lien avec la notion classique de transformée virtuelle d’une courbe plane dans la théorie
d’Enriques cf. e.g. [LJ] §2).

On précise d’abord une notation :

Notation 1.1.5. Soient Y et Y’ deux sous-schémas localement principaux d’un schéma
X (cf. déf. 1.1.3 1)) définis localement par des équations f; (resp. f/) dans les cartes affines
Spec A; de X. Si Y’/ est un sous-schéma (nécessairement fermé) de Y, on distinguera les
deux objets suivants:

i) le sous-schéma localement principal Y — Y” défini dans chaque carte Spec A; par le

quotient (f;/f!) € Ai,
ii) le sous-schéma différence Y \ Y’ défini comme le sous-schéma ouvert de Y complé-
mentaire du fermé Y.

(Ainsi dans le cas des sous-schémas de Cartier (cf. déf. 1.1.3 ii)), le sous-schéma Y — Y’
correspond & la différence dans le groupe des diviseurs de Cartier, qui est effective avec
notre hypothése Y’ sous-schéma de Y'.)

Cette notation étant précisée, on peut formuler la définition voulue:

Définition 1.1.6. Soit e; : St — Spec R I'éclatement d’un idéal I dans un anneau noe-
thérien R. Pour un élément f € I, on notera aussi (f) le sous-schéma de Spec R, défini par
Spec R/(f).

i) On appellera transformée totale de f par ey, et on notera (f)*, la préimage schéma-
tique: (er) 1 (f).

On rappelle aussi qu'on note & = (e;)~H(V(I)) le diviseur exceptionnel de I'éclatement
er.

ii) Si f € I® — I**! est un élément d’ordre s de I, il est direct (voir la preuve de la
prop. 1.1.8) que le sous-schéma de Cartier s &y est un sous-schéma de la transformée totale
(f)*, de sorte que suivant la notation 1.1.5 i), on peut définir le sous-schéma localement
principal :

(H* =) —sér (1.3)
On appellera transformée faible de f sur Sy, le sous-schéma localement principal (f)# ainsi

défini. (C’est un sous-schéma de Cartier si f est non diviseur de zéro dans R).

1.1.2 Transformée faible comme section par une hypersurface

On conserve les notations du § 1.1.1 précédent. Le choix de r+1 générateurs (ho, ... ,h;)
de I permet de définir une surjection de R-algébres graduées:

s: R[Xo,...,X;] = Rlhot,... ht],

par:
X;— h;t pour i=0,...,.
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Le morphisme associé a s (suivant la déf. A.4.1) définit (cf. lem. A.5.1) un plongement
fermé au-dessus de Spec R,

i:Sr— Ph, (1.4)

de I'éclatement Sy dans ’espace projectif P%. Dire que ce plongement est « au-dessus de
Spec R » signifie qu’on a un diagramme commutatif:

SI4Z>IP’§{

|

Spec R
qui donne par restriction au-dessus de V(I) = Spec R/I un plongement
j:&r— IP”]L2 /1>
du diviseur exceptionnel &;.
Définition 1.1.7. Si I = (ho,...,h,), & une décomposition (non-unique) d'un élément

f € I sous la forme:

,
f= Zaihi, avec a; € R,
i=0
on associe un hyperplan
T
Hf : Z aiXi
i=0

de T'espace projectif P, qui est le sous-schéma fermé de P, défini par I'idéal homogene
(Ximo aiXi).

Alors, suivant la définition A.5.2, la préimage de ifl(Hf) par le plongement i : S — P,
(défini au (1.4)) est définie par lidéal image (>.;_,ahit) dans B(I,R), idéal homogéne
principal. La proposition suivante explicite ifl(Hf) comme un sous-schéma localement
principal.

On rappelle que, suivant la déf. A.5.2, on utilisera aussi pour ifl(Hf) la notation
i*(Hyf) (et on parlera du pull-back du sous-schéma localement principal Hy) ou encore
HyN Sy (et on parlera de lintersection schématique de Hy avec St), les trois notations (et
terminologies) étant ici synonymes.

L’écriture en carte affine des sous-schémas fermés de l’espace projectif, donnée au
lemme A.2.1, donne immeédiatement :

Proposition 1.1.8. Pour tout élément f € I, le pull-back Hy NSy défini a la déf. 1.1.7
coincide avec la différence, (au sens de la notation 1.1.5 1)) :

HpnSp=(f)"=ér, (1.5)
Si f € I —1I?, on retrouwve la transformée faible (f)* définie au (1.3).

Preuve: Dans une carte U; = Spec R[I/h;] de Sr: (f)* est défini par f.R[I/h;] et & par
I.R[I/h;] = hi.R[I/h;]. Ainsi (f)* — &r est défini par (f/h;).R[I/h;] (cf. notation 1.1.5 1)).

On a dit a la déf. 1.1.7, que Hy N Sy est défini globalement par I'idéal homogene de
(Z;ZO ajh;t) de R[It]. D’aprés I'équation (A.5) du lemme A.2.1, I'équation de Hy N Sy
dans la carte locale B(I,R),) de Si est donnée par

O ajhjt)/(hit) = f/hi,
i=0

d’ou la conclusion. O
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Proposition 1.1.9 (Cas des éléments d’ordre s).
De maniére générale, si f € IS — It (on dit f est d’ordre s pour I), alors f a une
écriture (non-unique) sous la forme :

f = PS(hO) .. ah’r'))

ot Ps est un polynéme homogéne de degré s a coefficients dans R.
Soit alors *Hy Uhypersurface de degré s de Py définie par Ps. On a alors l’égalité
sutvante sur St :
SHpn Sp=(f)" —s& = (H)*

c’est-a-dire qu’on retrouve la transformée faible introduite a la déf. 1.1.6.

Preuve: Identique & celle de la proposition 1.1.8 précédente: les équations locales du sous-

schéma associé a la forme homogéne Ps(hot, ... ,h,t) de degré s sont dans chaque carte Uj;
de la forme Ps(ho, ... ,hy)/h, ol le numérateur est encore 'équation locale de (f)* et le
dénominateur celle de s &. O

1.1.3 Equation de la transformée faible

Proposition 1.1.10. Si I est un idéal d’un anneau noethérien R, et f est un élément
d’ordre s de I, c’est-a-dire f € I°—I°%1, alors la transformée faible (f)* de f sur S, définie
a la déf. 1.1.6, peut encore étre vue comme le sous-schéma de St = Proj(@®penI™t™) défini
par lidéal (homogéne) engendré par ft°, qui est isomorphe a Proj(B(I,R)/ft*.B(I,R)).

Preuve: C’est une reformulation en terme d’équations de la prop. 1.1.9: *Hy est défini par
l'idéal P.(Xop,...,X,) et son pull-back sur S; par ¢ est donc défini (idem déf. 1.1.7) par
l'idéal P, (hot,...,ht) = s(P-(Xo,...,X;)) de B(I,R) (ou s: R[Xo,...,X;] = B(I,R) est
la surjection définissant 7).

La proposition 1.1.9 dit que ce pull-back est la transformée faible (f)#. a

Sur le diviseur exceptionnel

On rappelle que I'on note G(I,R) 'anneau gradué: @pey I™/17FL.
Remarque 1.1.11. On note 7 : B(I,R) — G(I,R) = B(I,R)/(I)B(I,R) la surjection
canonique. Le morphisme associé & 7 est le plongement fermé canonique (cf. lem. A.5.1:

Jr & — Sr,

et on peut (suivant la déf. A.5.2) définir le pull-back (j;)*((f)*) du sous-schéma (f)* de
Sy sur & : puisque (f)* est défini par (ft*) dans B(I,R), alors (j7)*((f)¥) est défini par
7(ft%) = f € I*/I°! 1a forme initiale de f dans G(I,R), ce que I'on note encore :

(1) ((f)*) = Proj(G(I.R)/f G(I.R)). (1.6)

1.1.4 Fibre au-dessus de 1’idéal maximal
Plongement dans P},

On suppose ici que R est local, d’idéal maximal m, et on note O I'unique point fermé
de Spec R, défini par I'idéal m.
On notera :

£} = (er)™H(0) = Proj( § I"/mI"),
ne
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la fibre de O pour 'éclatement ej.
On remarque que le plongement i : S — Py (cf. §1.1.2) étant défini au-dessus de
Spec R, il induit au-dessus de O, un plongement :

i EY — PT
en notant kK = R/m le corps résiduel de R. Précisément, on a le diagramme :

T J r
pr L. pr,

]

j
5?—e>51

En outre, pour un élément f € I, et un hyperplan Hy : ) a;X; de P, comme §1.1.2,
on peut aussi définir I’hyperplan HJQ Y. ;X; de P, ot @; est la classe de a; modulo m.
Par définition (cf. déf. 1.1.7), H? est l'intersection schématique:

H} =H;NPj.
Alors la commutativité des pull-back
(7 oio)" = (i je)”
de Hy, donne ’égalité des intersections schématiques (cf. déf. A.5.2):
(HfnSp)N&EY=HYNS;. (1.7)

NotA BENE — Ces pull-back définissent un sous-schéma localement principal de &, qui
en général n’est pas un sous-schéma de Cartier (et dont le support peut contenir des
composantes irréductibles de &;).

Cas ou [ est m-primaire

On suppose ici que I est un idéal m-primaire de R. Dans ce cas, en notant entre |.| les
schémas réduits sous-jacents a un schéma, on a: |Spec R/I| = Speck = {O}.

On en déduit pour les préimages £Y = (er) 1(O) et & = (er) " 1(V(I)) légalité des
schémas réduits :

0
€71 = |€x]. (1.8)
On notera £ ce schéma réduit sous-jacent a 6’? et Er. En particulier, on a les inclusions

EC 5? cC €&r.
Pour prouver (1.8), il suffit d’observer que:

€11 = 151 Xspec  Spec(R/I)| = ||S1] XSpec R,a | SPeC R/,

la derniére égalité provenant de [EGA| I (5.1.8). On peut alors remplacer | Spec R/I| par
Speck dans cette derniére expression, et on obtient |€9]. O
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1.1.5 Notion de transformée stricte
Définition pour toute modification

Définition 1.1.12. On appelle modification de S = Spec R, de centre I, un morphisme
birationnel, propre, 7 : X — Spec R, qui induit un isomorphisme :

m: X\ 7 Y V() = S\ V).

Pour un sous-schéma fermé 7' C S, la différence T'\ V(1) hérite d'une unique structure
de schéma comme ouvert de T', et avec cette convention, on peut définir:
Définition 1.1.13. Si7 : X — S est une modification de centre I, et T' est un sous-schéma
fermé de S, on définit la transformée stricte T' de T par w, comme [’adhérence schématique
de la préimage par m de T'\ V(I), ce que 'on note:

T =T\ VD)

Remarque 1.1.14.

i) L’adhérence schématique d’un sous-schéma est par définition le plus petit sous-
schéma fermé le contenant.

ii) Compte-tenu de l'unicité de la structure de sous-schéma ouvert, on peut aussi com-
prendre le schéma (7)~1(T\ V(I)) comme la différence 7=(T) \ #=1(V(I)). Pour la
méme raison, dans cette différence, la structure de schéma de V(I) n’intervient pas,
mais seulement son support.

Naturalité pour les éclatements

Dans le cas ou la modification 7w considérée ci-dessus est I’éclatement de I dans S, on
rappelle la propriété de naturalité suivante (en réalité beaucoup plus générale que ce que
le cadre affine nous restreint a dire ici, cf. 'exposé particuliérement clair de [E-H| IV-21):
Proposition 1.1.15. Avec les notations de la définition 1.1.13, si w: X — S est I’éclate-
ment ey de I dans S = Spec R, si T est le sous-schéma fermé Spec R/J de S, et si I' est
Vidéal I + J/J définissant T NV (I) dans l'anneau R/J de T, alors la restriction de er a
la transformée stricte T' de T, i.e. :

er T — T,

coincide avec U'éclatement ey de I' dans T.

Dans ce cadre affine, on peut expliciter la preuve de la proposition 1.1.15 précédente de
la maniére suivante : un sous-schéma fermé T' C Spec R est défini par un idéal J de R. Alors
la transformée stricte de T' dans Sy est définie par I'idéal homogéne (avec les notations de

[HIO| (4.4)):

B(LJ CR)= & (JNI")t" = JR[{] N B(LR), (1.9)

dans anneau gradué B(I,R).
On peut alors énoncer la proposition 1.1.15 sous la forme d’un isomorphisme (direct)

B(I,R)/B(I,J C R) ~ B((I +J)/J,R/J), (1.10)

ou le membre de droite est anneau de 'éclatement de I’ = (I +.J)/J dans T = Spec R/J.
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1.1.6 Dimension dans les éclatements

On note Min(R) I'ensemble des idéaux premiers minimaux de R.

Définition 1.1.16. On dit que 'anneau R (resp. le schéma S = Spec R) est équidimension-

nel si pour tout idéal premier minimal p € Min(R), on a l'égalité dim R/p = dim R, c’est-

a-dire si toutes les composantes irréductibles de S = Spec R sont de dimension d = dim R.
Le lemme facile suivant est montré dans [HIO| (4.5) :

Lemme 1.1.17. L’ensemble des idéauz premiers homogénes minimauz de B(I,R) est exac-
tement ’ensemble des idéaux B(I,p C R) (cf. (1.9)) pour p € Min(R).

Autrement dit, les composantes irréductibles de l’éclatement Sy de V(I) dans Spec R
sont les éclatées des composantes irréductibles S; = Spec R/p; de Spec R le long de linter-
section schématique V(1) N .S; (définie par lidéal I/p; de R/p;).

Ainsi, les composantes irréductibles de Sy sont les schémas
(Si)r = Proj B(I,R)/B(I,p; C R) = ProjB(I + p;/pi,R/pi), (1.11)

ou les p; € Min(R).
Mais R/p; étant intégre, 'éclatement de (I + p;)/p; définit un morphisme birationnel
surjectif de schémas intégres (cf. e.g. [EGA] II (8.1.4)):

(er)i(sy); © (Si)r — Spec R/p;,

des que l'idéal (I + p;)/p; est non nul, c’est-a-dire si I'idéal I n’est pas inclus dans p;.

La définition suivante (cf. [EGA| IV (5.6.1)) introduit une classe (trés large cf. la
rem. 1.1.19 qui suit) d’anneaux noethériens pour laquelle on peut déduire des considé-
rations précédentes la dimension des composantes (S;)r:

Définition 1.1.18. Un anneau R est dit caténaire si étant donnés deux idéaux premiers
p C q de R, toutes les chaines maximales d’idéaux premiers entre p et ¢ ont la méme
longueur.

Un anneau R est dit universellement caténaire si toute R-algebre de type fini est caté-
naire (voir les caractérisations dans [EGA| IV 5.6.1).

Comme la notion d’anneau universellement caténaire se localise, on dit qu’un schéma
X est universellement caténaire si pour tout z € X, I'anneau local Ox , l'est.

Remarque 1.1.19. La classe des anneaux universellement caténaires est trés large: en
effet elle contient tous les quotients d’anneaux réguliers (cf. [EGA] IV (5.6.4)) (ou plus
généralement les quotients d’anneaux Cohen-Macaulay), elle est, on 1’a dit, stable par
localisation (cf. loc. cit.), et enfin tout quotient d’un anneau universellement caténaire est
encore universellement caténaire.

Le théoréme géométrique suivant est une conséquence de la formule de l'altitude de
Nagata (cf |Ei| (13.8)). L’énoncé se trouve dans [EGA] IV (5.6.6) (ou la condition (5.6.6.2)
est vérifiée dans I’hypothése f surjectif) :

Théoréme 1.1.20. Si Y est un schéma intégre universellement caténaire, si X est un
schéma intégre et f : X — Y un morphisme de type fini, birationnel, surjectif, alors on a
l’égalité
dim X =dimY.
Dans notre situation, si R est un anneau universellement caténaire, et p; € Min(R),

alors si I ¢ p;, le morphisme
er (Sz)l — SpecR/pZ-,
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vérifie les hypothéses du théoréme 1.1.20, donc
dim(S;); = dim R/p;. (1.12)

On obtient ainsi la description simple suivante :

Corollaire 1.1.21. i) D’apres la discussion précédente, si R est un anneau universellement
caténaire et I est un idéal de R, alors ’éclatement Sy de I est la réunion des éclatements
(Si)1 de I sur les composantes S; = Spec R/p; de S (cf. l’égalité (1.11)), et chacune de ces
composantes (S;)r est:

- soit vide st I C p;,

— soit de méme dimension que S; d’aprés (1.12).

ii) En particulier si R est un anneau équidimensionnel de dimension d et universelle-
ment caténaire, alors l’éclatement Sy est équidimensionnel de dimension d (ou vide si, et
seulement si, I nilpotent).

iii) Si, outre les hypotheses du i), on suppose que R est local alors le schéma E; comme
sous-schéma de Cartier de Sy est équidimensionnel de dimension dim(S;); — 1 sur chaque
composante irréductible de Sy. En particulier si on est dans les hypothéses du ii), avec R
local, le schéma Er est équidimensionnel de dimension d — 1.

Preuve: Le i) et le ii) sont conséquences directes de la discussion précédente. Pour le iii),
on doit vérifier qu'un diviseur de Cartier sur chaque schéma irréductible (.S;); est équidi-
mensionnel de dimension dim(S;); — 1: contrairement & I'intuition cela n’est pas évident :
on renvoie a I'appendice B pour la preuve de ce fait, et un contre-exemple si on ne suppose
pas R local. O

Si on ne suppose pas R universellement caténaire, on ne sait pas en général passer

des résultats algébriques donnant les dimensions des anneaux B(I,R) et G(I,R) valables
pour tout anneau noethérien (cf. Appendice B.4) a des résultats sur la dimension des
schémas projectifs associés St et & (resp. Proj B(I,R) et ProjG(I,R)), cf. loc. cit. Une
exception toutefois, le cas ou I'idéal I est m-primaire dans un anneau local noethérien
(R,m) quelconque (cf. rem. B.4.2):
Proposition 1.1.22. Si (R,m) est un anneau local noethérien de dimension d et I est
un idéal m-primaire de R, alors on sait d’aprés la prop. B.4.1) que Uanneau G(I,R) est
aussi de dimension d et on peut en déduire que & = ProjG(I,R) est de dimension d — 1
c’est-a-dire a au moins une composante irréductible de dimension d — 1.

Preuve: Comme I est m-primaire, R/I est un anneau d’Artin: on peut utiliser la théorie de
la dimension pour les anneaux gradués sur un anneau d’Artin (via le polynéme de Hilbert)
cf. §1.2.2 O

Avertissement. Compte-tenu de ce qui précéde, sauf pour I’étude des idéaux m-primaires,
dés qu’on aura besoin d’utiliser un résultat sur la dimension de £; on se placera dans le
cadre otl R est local, universellement caténaire.

1.1.7 Décomposition primaire de R et éclatement

Les considérations élémentaires suivantes seront utiles pour prouver du théoréme 1.4.22
a la fin de ce chapitre.

2. La différence géométrique est que dans ce cas Spec G(I,R) est le cone sur Proj G(I,R) de sommet un
seul point, ce qui rend facile de prouver que dim Proj G(I,R) = dim Spec G(I,R) — 1.
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Si on considére un anneau noethérien R et un idéal I de R, et qu’on considére une
décomposition primaire de (0) (cf. e.g. |Ei| chap. 3):

(0) = iéle-, (1.13)

ou les @; sont des idéaux primaires, alors il est direct (cf. I'équation (1.9)) qu’en terme
d’idéaux définissant les transformées strictes:

!
(0)= BUL(N Q) C R) = (1 BILQi C R),
et, en utilisant la notation plus simple (ot I est sous-entendu) :
B(Qi) == B(1,Q; C R),
on en déduit :
I
B(I.R) = BULR)/( 1\ B(Qy)). (1.14)

Définition 1.1.23. Soit R un anneau noethérien, pour lequel on fixe une décomposition
primaire de (0) comme au (1.13). On note S = Spec R, et S; = Spec R/Q); les composantes
primaires de S (pour i =1,...,0).

On considére I un idéal de R, S; léclatement de I dans S, et on note (S;); =
Proj B((I + Q:)/Qi,R/Q;) 'éclatement de (I + Q;)/Q; dans S;.

On dira que le schéma S; = Proj B(I,R) est l'union schématique® des schémas éclatés
(Si)r définis, d’aprés (1.10) par:

(Si)r = Proj B(I,R)/B(Q;),

et on notera:

Sr=(S)ry---US)r,

pour signifier qu'on a l’écriture de B(I,R) donnée au (1.14).

1.2 Invariants de Hilbert-Samuel d’un idéal

1.2.1 Fonctions et polynémes de Hilbert-Samuel

Dans [Sa| (Thm. 9, p. 176), P. Samuel introduit, pour un idéal m-primaire I d’un
anneau local (R,m), la fonction F} r suivante, que I'on appellera ici la fonction de Samuel
de l'idéal I :

F} r(n) = L(R/I"). (1.15)

ot [r(R/I™) désigne la longueur comme R-module de R/I™.
Si on considére la différence

F} p(n +1) = F} g(n) = Ip(R/T™) = Ip(R/I") = Ip(I"/T"Y),

3. cette terminologie n’est pas standard, contrairement & celle d’intersection schématique. On dit ici
que l'union schématique de deux sous-schémas fermés définis par des idéaux a et b est par définition le
sous-schéma fermé défini par a Nb. Une autre possibilité est de considérer le sous-schéma fermé (plus gros)
défini par I'idéal produit a.b.
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on observe que cette différence est égale a la fonction de Hilbert de 'anneau gradué
G(I,R) = @, I"/I"! (cf. § 1.1.1), définie comme

F} p(n) = lgyr(I"/1"1) = Lp(I"/T"), (1.16)

ou la notion générale de fonction de Hilbert d’un anneau gradué est donnée dans le
théoréme-définition suivant, di & Hilbert et Samuel :

Théoréme-Définition 1.2.1. Soit G = & G, un anneau gradué, dont la partie homogéne
neN
Gy de degré 0 est un anneau d’Artin, et qui est engendré comme Gg-algébre par un nombre

fini (disons r + 1) d’éléments de Gy. Alors, la fonction de Hilbert de G définie pour tout
entier n par

Fa(n) = lg,(Gn), (1.17)

coincide pour n assez grand avec un polyndme, dit polyndéme de Hilbert de G, que [’on
notera Pg(n), et que, dans le cas particulier de la fonction de Hilbert FIOR de Panneau

G(I,R), on notera P p,.
En complément & la relation (1.16), on doit aussi noter qu’inversement la fonction F} p,
détermine la fonction F} 5 via la relation:

F},R(“) = FIO,R(O) + FIO,R(l) et FIO,R(n - 1). (1.18)

On en déduit immédiatement & partir du théoréme 1.2.1, le corollaire suivant :
Corollaire 1.2.2. La fonction de Samuel F}’R définie au (1.15) coincide également avec
un polyndéme pour n assez grand. On notera PI{R ce polynome, et la relation (1.16) se
transmet a P° et P, ce que l'on donne l’égalité :

Pl = APy, (1.19)

ot AP(X)=P(X +1) - P(X).
Définition 1.2.3. Les deux polynomes PIO R et P} p seront appelés les polynomes de
Hilbert-Samuel de I'idéal m-primaire I dans R. 7

La preuve la plus rapide du résultat du thm-déf. 1.2.1 se fait de la maniére suivante:
on considére que G est un quotient de 'anneau S = Gy[Xo,...,X,] par un idéal homogéne,
en particulier est un S-module gradué de type fini (monogeéne en fait), et on montre le
résultat pour tous les S-modules gradués de type fini, par récurrence sur le nombre r + 1
d’indéterminées (via la suite exacte de multiplication par X, cf. [Se-2] p. II-23 ou |Ei]
§ 1.9). On obtient méme que le degré du polynéme obtenu est majoré par r + 1 (cf. loc.
cit.).

Le probleme de cette preuve est qu’elle ne suffit pas & décrire de nombreuses informa-
tions contenues dans le polynéme de Hilbert-Samuel PIO r- 1l existe deux autres approches
plus précises et géométriquement plus significatives redonnant en particulier le résultat du
thm-déf. 1.2.1.

Le premier point de vue, qui remonte & Hilbert [Hl| (dans le cas ou Gg est un corps),
consiste a considérer une résolution libre de G comme Gg[X),...,X;|-module, et a calcu-
ler Pg comme une caractéristique d’Euler. Cette méthode et les invariants géométriques
associés font 'objet du § 1.2.2 ci-dessous.

Le second point de vue, qui est celui de Samuel (cf. [S-Z] Tome 2, p. 285), consiste a faire
une récurrence directement a partir de 'anneau G(I,R) plutot que dans (R/I)[Xq,. .., X, ],
en remplagant la suite exacte de multiplication par X, par celle de multiplication par des
éléments particuliers de I, les éléments superficiels de I. Ce second point de vue et sa
signification géométrique font 'objet du § 1.2.3 ci-dessous (et § seq.).
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1.2.2 Caractéristique d’Euler, résolutions
Cas ou G est un corps, syzygies

(On suit ici 'exposé de |[E-H| III 3.1 et 3.3). La preuve originale par Hilbert du thm-
déf. 1.2.1 dans le cas ot G est un corps, repose sur son théoréme des syzygies (cf. [Hl| et
[Ei] (1.13) et Chap. 19) dont on rappelle I’énoncé:

Théoréme 1.2.4. Si K est un corps, qu’on note S = K[Xy,...,X,] et G est un S-module
gradué de type fini, alors G admet une résolution finie par des S-modules gradués libres de

type fini,
0—Fy1—FE —- > F —->G—0,

avec B; = @fizl S(=bij), ou les by ; sont des entiers naturels, et ot pour un entier b, la
notation S(—b) désigne le S-module gradué dont la composante de degré n € 7, notée
[S(—b)]n coincide avec la composante de degré n — b de S, notée S,_p.

Ce point de vue donne directement, par additivité de la fonction de Hilbert F); dans
une suite exacte, et le calcul de la fonction de Hilbert des S-modules libres, la conclusion
du théoreme 1.2.1 (cf. [E-H| III 3.3). Cependant, il donne aussi d’autres invariants, les b; ;
du théoréme ci-dessus, dont on montre (cf. e.g. [Ei] Ex. A3.18) qu'ils sont indépendants de
la résolution minimale choisie pour G, et appelés nombres de Betti de G. Ces invariants
sont plus fins que la fonction de Hilbert (cf. [E-H] III 3.3 (5)), mais on ne les étudiera pas
ici.

Passage au cas ou Gy est un anneau d’Artin

On ne saurait espérer de théoréme analogue au théoréme 1.2.4 si G est un anneau d’Ar-
tin (cf. la caractérisation cohomologique des anneaux réguliers [Se-2| IV D ou [Ei] (19.12)):
en particulier on ne peut définir de nombres de Betti (cf. ci-dessus) pour les schémas pro-
jectifs &1 = Proj G(I,R) au-dessus du spectre Spec R/I de 'anneau d’Artin R/I.

En revanche, pour le calcul de la fonction de Hilbert, Samuel a montré (dans [Sa] Thm. 8
p. 173) qu’on peut se ramener du cas ot Gy est un anneau d’Artin au cas ot Gy est un
corps.

On va donner dans le paragraphe qui suit une preuve différente de celle de Samuel (loc.
cit.), en partant d'un point de vue géométrique (cf. [EGA]| III, § 2.5) qui au départ peut
sembler un peu éloigné, mais qui donne ainsi une interprétation géométrique aux valeurs
du polynéme de Hilbert Py d’'un anneau gradué G. Comme, dans toute la suite, on ne
s’intéresse qu’aux anneaux gradués G de la forme G(I,R) pour un idéal I m-primaire dans
un anneau local (R,m), pour faciliter les références futures, on se contente d’expliciter cette
interprétation pour les anneaux G(I,R) et le polynéme de Hilbert Pﬁ r correspondant.

Définition cohomologique du polynéme PRR

On reprend les notations du § 1.1.2, c’est-a-dire qu’on considére un idéal I m-primaire
dans un anneau local (R,m) de dimension d, des générateurs (hg,...,h,) de I et le plonge-
ment i : &g — P, associé a la surjection de R/I-algebres graduces de (R/I) [Xo, ..., X;]
dans G(I,R) qui envoie les X; sur les h;, classes des h; dans I/I? (cf.§ 1.1.2).

Pour tout Og,-module cohérent F, on considére 'invariant cohomologique suivant (cf.
[EGA] IIL, § 2.5):

d—1
Xe/1(F) =Y lryr(H (Er.F)), (1.20)
i=0
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appelé caractéristique d’Euler-Poincaré du faisceau F, oil les H* désignent les groupes de
cohomologie, et les longueurs considérées sont finies (car les H (€7, F) sont des R/I-modules
de type fini, cf. [EGA]| I1I (2.2.2)), et d — 1 est la dimension de & (cf. thm. 1.2.6 ii) infra) .
Le plongement i : & — P}, /1 est équivalent a la donnée du faisceau inversible Og, (1)
sur &7, et on exprime dans le cas particulier de ce faisceau Og, (1) un résultat en fait général
pour les faisceaux cohérents F sur & (cf. la preuve ci-dessous) :
Théoréme 1.2.5.
i) La caractéristique d’Euler-Poincaré xg;1(Og,(n)) coincide pour tout entier n € Z
avec les valeurs P(n) d’un polynome P.
D’autre part, la cohomologie des espaces projectifs donne les résultats suivants :
ii) Pour n assez grand, XR/I(051 (n)) = lR/[(F(EI,OgI(n))),
iii) Pour n assez grand, T'(£1,0¢,(n)) ~ I" /1"
On déduit du ii) et iii) que la caractéristique d’Euler Poincaré coincide pour n assez
grand avec la fonction de Hilbert F}{R définie au thm.-déf. 1.2.1.
On déduit alors du i) que la caractéristique d’Euler-Poincaré est exactement le poly-
nome de Hilbert-Samuel PRR défini au thm-déf. 1.2.1, ce qui donne une interprétation
géométrique aux valeurs de PI({R, par exemple, PER(O) = x(O¢,).

Preuve: (Esquisse)

i) On considére plus généralement l'invariant d’Euler-Poincaré d’un faisceau de Og,-
module cohérent F comme dans (1.20). La preuve du i) dans [EGA]| III (2.5.3), consiste a
se ramener par I’additivité de la caractéristique d’Euler-Poincaré, au cas des faisceaux tels
que

m.F = 0. (1.21)

ol m désigne l'idéal maximal de R.

On rappelle qu’au § 1.1.4, on a défini le sous-schéma 5? de &7 comme la fibre schématique
(e7)71(0), ot O € Spec R est le point fermé.

Si on note j l'inclusion 5? — &7 (qui est au-dessus de l'inclusion de Spec R/m dans
Spec R/I), les faisceaux qui vérifient la condition (1.21) s’écrivent alors comme des images
directes:

F = j(F),
d’un faisceau cohérent F’ de (’)g?—modules.

On en déduit que xg/r(F(n)) = XR/m(F’(n)).

Ceci est la version géométrique de 'argument de réduction de Samuel annoncé au
paragraphe précédent.

On est donc ramené au cas ou Gy = R/m, et dans ce cas, on peut utiliser le théoréme
des syzygies (cf. 1.2.4) et encore 'additivité de la caractéristique d’Euler-Poincaré (cf.
[EGA] IIT loc. cit.) pour se ramener & une combinaison linéaire de caractéristique d’Euler-
Poincaré d’espaces projectifs, qui sont polynomiales.

Le ii) est conséquence directe du théoréme fondamental sur la cohomologie des espaces
projectifs (|JEGA] III (2.2.2) iii)) & savoir qu’il existe un entier ng tel que pour tout n > ny
les HY(O¢,,0¢,(n)) = 0 pour g > 0. Le iii) s’en déduit aussi (cf. [EGA] III (2.3.1) ou |[Ij]
Prop. 7.6). O

1.2.3 Eléments superficiels

La section précédente a donné une interprétation géométrique du polynéme de Hilbert-
Samuel Pﬁ g dans le plongement de & dans P, T On donne ici 'interprétation du degré

de ce polynéme:
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Théoréme-Définition 1.2.6. Soit (R,m) un anneau local noethérien, et I un idéal m-
primaire de R. Si on écrit le terme de plus haut degré de PRR(X) sous la forme

e(I,R _
Ao

alors :

i) le degré (noté d—1) de PIO,R coincide avec la dimension combinatoire dim Er du schéma
Er = ProjG(I,R) (au sens de |[AC| VIII § 1, c¢’est-a-dire la longueur mazimale d’une
chaine de fermés irréductibles).

ii) D’apres la prop. 1.1.22, on a légalité dim E = dim R — 1, aussi le 1) se traduit aussi
en disant que le degré de PIO,R égale dim R — 1.

iii) Le coefficient e(I,R) est un entier positif appelé multiplicité de I dans R, ou degré
du schéma projectif £ dans IP”}’%/I.

Le fait que le degré de Pﬁ r coincide avec dim & nécessite une méthode de calcul de Pﬁ R
par induction, fournie par les éléments superficiels de P. Samuel. La formulation suivante
est donnée dans [AC| VIII § 7 No. 5 Def. 2 et rem. 1 seq.:

Définition 1.2.7. Un élément f € I° est superficiel de degré s, si, et seulement si, il existe
un entier ng tel que la multiplication par la classe f de f dans I°/I°%! est injective de
I/t — s /st pour tout n > ng.

La théorie des idéaux premiers homogénes associés & un anneau gradué (cf. [Ei| § 3.5,
ou [AC] IV § 3) donne immeédiatement la caractérisation suivante des éléments superficiels :
Proposition 1.2.8. Un élément f € I° — I°t! est superficiel si, et seulement si, sa classe
fe I8 /15T nappartient & aucun des idéauz premiers homogénes associés ¢ G(I,R) autre
que l'idéal irrelevant (cf. (A.2) page 115):

G(I,R), = 6311” /I

Le lemme d’évitement des idéauz premiers dans un anneau gradué (cf. [AC| IV § 3) dit

qu’on peut trouver un élément homogéne de degré > 0 évitant un ensemble fini d’idéaux
premiers homogénes dont 'union n’est pas G(I,R), entier. Cela donne immeédiatement le
corollaire suivant :
Corollaire 1.2.9. Soit I un idéal d’un anneau noethérien R. Il existe des éléments super-
ficiels de I (d’un certain ordre). On verra qu’il peut ne pas en exister pour un ordre s fixé
(cf. Uexemple de Samuel p. 49), mais que si k = R/m est infini, il en existe de tous ordres
(cf. lemme 1.4.9).

Les éléments superficiels introduits par Samuel ont la propriété trés forte suivante, qui
permet en particulier de démontrer le i) du théoréme 1.2.6 précédent) :

Théoréme 1.2.10. Soit I un idéal m-primaire d’un anneau local noethérien (R,m), et
f eI’ =TIt est un élément d’ordre s de 1.

On rappelle qu’on note G(I,R) = @ I"/I""! et donc aussi
neN

GU/fR/f)= @ (I/f)" /(1"

D
neN
On note encore & = ProjG(I,R) et £,y = ProjG(I/f,R/f) les schémas projectifs cor-
respondants.

Si f est un élément superficiel de I, alors :
i) en terme de dimension d’espaces topologiques : dim £y = dim &y — 1,
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ii) en terme de fonctions de Hilbert-Samuel: la fonction de Hilbert-Samuel Flo/f R/f est

reliée a la fonction FIOR par la relation :
Vn > ng, Flo/f,R/f(n) = FRR(n) - FRR(n — ). (1.22)
Preuve: Cette proposition sera démontrée au § 1.3.7. a

De cette proposition, on déduit immédiatement le i) du thm. 1.2.6 puisque:

— &1 est vide (i.e de dimension -1) si, et seulement si, Spec R est de dimension zéro (cf.
prop. 1.1.22), i.e. R est un anneau d’Artin, et donc I est nilpotent, donc FI({R(n) =0,
pour n > ng.

— si &7 est non vide, la proposition précédente permet de montrer que dim &; et deg Pﬁ R
coincident par induction.

On déduit aussi du thm. 1.2.10 le iii) du théoréme 1.2.6, toujours par induction, puisque
(1.22) donne que pour f superficiel e(I/f,R/f) = e(I,R), ce qui permet de se ramener
au cas ot dimR = 0, pour lequel e(I,R) est la longueur [(R) de l'anneau d’Artin R,
strictement positive. O

Remarques sur le cas des modules

Si M est un R-module et I est un idéal de R, on peut définir le G(I,R)-module gradué:

G(I,M):= @ I"M/I" "' M. (1.23)
neN

Les notions d’invariants de Hilbert-Samuel et d’éléments superficiels se généralisent de
la maniére suivante :

Remarque 1.2.11 (Pour les éléments superficiels).

Si M est un module de type fini sur un anneau local (R,m) et I un idéal de R, on peut
définir un élément f € I® — I**! de degré s dans I comme superficiel dans I relativement
a M si, et seulement si, la multiplication par la classe f € I°/I°T! est injective de

ITLM/ITL+1M N ITL+SM/ITL+S+1M’

pour n assez grand (i.e. (TN)-injective).

Avertissement. Toutes les considérations sur les éléments superficiels de ce chapitre 1
s’adaptent sans mal & ce cas plus général (y compris les considérations géométriques du
=

§ 1.4, en considérant les modules G(I,M) associés, au sens de ’appendice A.6). Compte-
tenu du caractére direct de cette adaptation, et du fait que nulle application dans la thése
ne justifiait ce cas plus général, on a choisi pour la simplicité des notations de se cantonner
au cas qui est celui de la définition 1.2.7.

Remarque 1.2.12 (Pour les invariants de Hilbert-Samuel).

De méme si I est un idéal d’un anneau local (R,m) et M est un module de type fini
sur R tel que M/IM est de longueur finie, on peut définir (cf. e.g. [Se-2|) les fonctions
de Hilbert-Samuel de 'idéal I relativement au module M et les polyndmes associés: on
renvoie au § 2.2.1 pour le rappel de ces notions, qui seront utilisées au chapitre 2.
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1.3 Elément transverse pour un invariant, approche algébrique

1.3.1 Définitions et motivations

Au cours § 1.2, on a défini les invariants de Hilbert-Samuel suivants pour un idéal m-
primaire / d’'un anneau local noethérien (R,m), que 'on cite dans l'ordre décroissant (au
sens ou chacun détermine ceux qui le suivent) : la fonction de Samuel F} g (équivalente a la
donnée de la fonction de Hilbert FIO7 r)» le polynéme de Hilbert-Samuel PI{ R le polynoéme
de Hilbert P, la multiplicité e(I,R), la dimension dim R de 'anneau R (qui ne dépend
pas du choix de [ N.

On va définir un élément f € I comme transverse pour un des invariants cités ci-dessus
si 'on peut « dériver » 'invariant correspondant pour 'idéal I/f de 'anneau local R/f a
partir de celui de I dans R. Précisément :

Définition 1.3.1. On dira qu’'un élément f d’un idéal I, m-primaire dans un anneau local
noethérien (R,m) est d’ordre s si f € I® — I**1. On dira qu'un tel élément d’ordre s est

i) F-transverse (resp. P!, resp. PY)-transverse, si on a la relation suivante pour tout
n e N:

F}yp.yp(n) = Fi g(n) = F{ g(n — 5). (1.24)

(resp. en remplacant FO par P!, resp. P dans (1.24), mais pour les P’ cela donne
une égalité de polynomes).

ii) e-transverse si on a les deux relations

dimR/f =dim R — 1, (1.25)
e(I/f,R/f)=se(l,R). (1.26)

iii) sécant (plutot que dim-transverse) si on a seulement la relation (1.25) sur les dimen-
sions.
Remarque 1.3.2.

i) Noter que pour la F-transversalité, on n’a pas distingué¢ F9 et F! et que dans (1.24)
on peut remplacer F0 par F!, car ces deux fonctions définies sur N se déterminent I'une
lautre (cf. (1.16) et (1.18)).

ii) Il est clair une fois encore que les propriétés énumérées dans la définition précédente
sont données dans l'ordre décroissant, au sens ol chacune implique les suivantes.

iii) La terminologie d’élément transverse pour les invariants de Hilbert-Samuel, reprend
celle utilisée par U. Orbanz (dans |Or], cf. aussi [HIO| §32), elle-méme issue de celle utilisée
par O. Zariski dans |Za-5| (cf. déf. 2.3. et § 3 loc. cit.).

L’étude entreprise ici, motivations, résultats et méthodes

Du point de vue des résultats:

La premiére motivation de ce § 1.3 est la caractérisation des éléments vérifiant les
différentes conditions de transversalité énumérées au i) de la définition 1.3.1, c’est-a-dire la
F-transversalité, la P! et la PY-transversalité. L’étude de la e-transversalité est reportée
au chapitre 2.

On a ainsi les résultats suivant :

— pour la F-transversalité: dans le cadre des idéaux m-primaires, le critére de F-
transversalité est un résultat classique, facile & obtenir, qui est un cas particulier de celui
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de Orbanz (qui étudie des idéaux non m-primaire cf. e.g. [HIO| (32.4)) mais que nous
rappelons pour étre complet au § 1.3.5.

— pour la Pl-transversalité, on montre au § 1.3.6 que les éléments P!-transverses sont
exactement les éléments superficiels non diviseurs de zéro.

—pour la PY-transversalité, au § 1.3.7, on donne deux démonstrations du fait que les élé-
ments superficiels sont PO-transverses. En revanche, Uauteur ignore s’il existe des éléments
PO-transverses autres que les superficiels.

Du point de vue des méthodes

L’étude de la transversalité pour les invariants de Hilbert-Samuel est reliée a ’étude
des deux suites exactes de multiplications rappelées aux § 1.3.2: les suites (1.27) et (1.29)
loc. cit.

On est alors naturellement amené & formuler un certains nombre de conditions* algé-
briques sur un élément f € I reliées a l'injectivité et/ou a la surjectivité dans ces suites
exactes, et & ces conditions « pour n assez grand » (cf. § 1.3.3 et § 1.3.4).

Certaines de ces conditions se formulent dans I’anneau gradué G(I,R) et peuvent se
traduire dans 'anneau R en utilisant la notion de conducteur (cf. déf. 1.3.3), d’autres ne
peuvent se formuler que dans 'anneau R.

La seconde motivation de ce § 1.3 est d’expliciter les équivalences, faciles ou moins
faciles, entre les conditions exprimées en termes de conducteurs et celles en termes d’an-
neaux gradués, et en particulier celles particuliéres aux cas ol on a une propriété « pour
tout n assez grand » .

L’étude de la P'-transversalité est une conséquence facile de cette étude minutieuse.

Comme souligné dans l'introduction du chapitre, cette seconde motivation est d’avoir
un glossaire entre les expressions des livres ou articles d’algebre (cf. e.g. [Kil, [Sy-3]) et le
langage plus imagé de la géométrie des anneaux gradués, (cf. le § 1.4 pour cette géométrie).

Du point de vue des démonstrations

—les conducteurs et Artin-Rees — pour prouver les sorites et les caractérisations qui suivent,
on n’a pas hésité, dans ce § 1.3, a utiliser I’arsenal algébrique (élémentaire) des conduc-
teurs, et du lemme d’Artin-Rees ( via le lemme 1.3.12), car il s’agit des preuves les plus
élémentaires.
—les phénomeénes cachés par les conducteurs et Artin-Rees — on souligne cependant aux
remarques 1.3.10 et 1.3.15 que ce recours aux conducteurs et/ou a Artin-Rees pour démon-
trer des résultats dont les hypothéses et conclusions s’expriment simplement a I'intérieur
de 'anneau gradué G(I,R) cachent la compréhension des phénoménes. Un autre exemple
de phénoméne caché est donné & la scholie page 38.
—l’explicitation des phénoménes cachés ne reléve pas de ce paragraphe 1.3, méme si le
glossaire constitué ici est un pas important.

— L’explicitation d’une preuve géométrique du résultat de Kirby sera donnée au § 1.4.2,

ce qui résout aussi le miracle de la scholie page 38.

— Pour le mystére de la remarque 1.3.10, il faudra attendre le chapitre 2, ou il sera
éclairci comme conséquence d’un résultat général di & Flenner et Vogel (cf. § 2.2
cor. 2.2.3).

Bien entendu, on ne prétend pas avoir élucidé tous les « mystéres gradués »

4. désignées comme sorites
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1.3.2 Deux suites exactes

Définition 1.3.3. Dans ce qui suit, on désigne par (I : J) et on appelle conducteur de
I'idéal J dans l'idéal I, dans un anneau R, I’ensemble :

(I:J)={zx€eR,JxCI}.

Suite exacte de multiplication par f

Si f € I*\ I*"! est un élément d’ordre s d’un idéal I d’un anneau R, et si n > s est
un entier, on peut considérer la multiplication par f des éléments = + I"~° de R/I"%,
en posant f.(x + I"°) = fax + I", la classe de fx dans R/I™ (qui ne dépend pas du
représentant = € R choisi pour z + I"7%), et on a la suite exacte:

0—I": f/H/I"®°— R/I"* iR R/I" — R/((f)+1I") — 0, (1.27)
dans laquelle le conoyau s’écrit encore :

R/((F) + 1) = (R/(F))/((/()")-

Ceci donne immédiatement en terme de fonctions de Samuel le lemme suivant :

Lemme 1.3.4. Soit I un idéal m-primaire dans (R,m) local noethérien, et f € I8 — I*1
un élément d’ordre s. Alors les fonctions de Samuel F! de I dans R et de I/f dans R/ f
sont reliées par ’égalité, pour tout n > s:

Fi p(n) = Ff g(n —s) = Fy g p/p(n) = (U™ 2 £)/177°). (1.28)

Suite exacte de multiplication par f

D’abord une précision terminologique (voir aussi I'annexe, §C.2):
Définition 1.3.5. On considére encore f € I°\ I st yn élément d’ordre s d'un idéal I
d’un anneau R, et on note f € I°/I°*! la classe de f dans l'anneau gradué¢ G(I,R) =

@ I"/1™H1. Cette classe f est aussi appelé forme initiale de f dans G(I,R), et donc notée
neN

aussi inf(f) = f.
Alors, pour n > s, on a la suite exacte de multiplication par f (dans G(I,R) en restric-
tion & la composante de degré n — s):

0 = ((I": )y 1=/ =5+ s s+t ol e (1.29)

ou cette fois 'interprétation du conoyau C,, demande un peu plus de prudence. Par défini-
tion, C,, est la composante de degré n de 'anneau gradué quotient :

G(I,R)/(f.G(I,R)), (1.30)
On utilisera la notation suivante:
C, = [G(I,R)/f.G(I,R)],. (1.31)

L’avertissement suivant s’impose:
Awvertissement. En général, 'anneau quotient donné en (1.30) est bien différent de I’anneau
G(I/f,R/f) que 'on aimerait avoir comme conoyau dans la suite exacte (1.29).
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En effet, on rappelle:

Proposition-Définition 1.3.6. Si I est un idéal d’un anneau R et J C I est un idéal
contenu dans I, et si on note ing(J) lidéal® de G(I,R) engendré par les formes initiales
des éléments de J, alors on a, par construction des algébres graduées, lisomorphisme (cf.

[HIO] (8.8)):
G /J,R/J) ~ G(,R)/ins(J). (1.32)

Ici, on considére l'idéal principal J = f.R, et ce qu’il faut comprendre & travers
I’ Avertissement précédent est qu’en général, [’idéal inf(f.R) n’est pas engendré par la forme
initiale iny f dans G(I,R), c’est-a~dire qu’on peut avoir une inclusion stricte:

On peut encore formuler ceci en disant que la surjection canonique:

G(I,LR)/f.G(I,R) — G(I/f,R/f). (1.34)
n’est pas en général un isomorphisme. %
Ezemple — Si R = k[z,y]/(x®> —y3) et I = m = (z,y), alors en prenant f = x, f € I/I?
vérifie f2 = 0 (car c’est la classe de x> dans I?/I® par définition du produit dans G(I,R),
or #2 = y® € I%) donc 'idéal engendré par f ne contient pas in(z?) € I3/I* qui est, en
revanche, dans in(fR).
Scholie. Comme on a dérivé 1'égalité (1.28) de la suite exacte (1.27), on aimerait dériver
une égalité sur les fonctions FC a partir de (1.29). D’aprés la déf. 1.2.7, les éléments superfi-
ciels de I sont exactement ceux pour lequel le noyau est nul dans (1.29) pour n assez grand.
Dans ce qui suit, on étudie dans un premier temps des critéres donnant I’égalité (pour n
assez grand) entre le conoyau C,, et G(I/f,R/f) (§ 1.3.3), puis on revient sur la condition
de superficialité (§ 1.3.4) pour constater que ces critéres sont miraculeusement vérifiés pour
f superficiel, de sorte que, quand on a l'injectivité dans (1.29), on a automatiquement le
bon conoyau!

1.3.3 Sorite d’égalité dans 'inclusion in;(f).G(I,R) C in;(fR).

Un petit jeu de définitions (conducteurs et produit dans G(I,R)) donne le premier sorite
suivant :

Lemme 1.3.7. Soit I un idéal d’un anneau R. Soit f € I°* — I**t! un élément d’ordre s
de I. Les conditions suivantes sont équivalentes pour un entier n > s donné:

By (I f) =1,

ii) Uannulateur Ann(f) (défini comme (0 : (f))) est inclus dans I"™*, et on a l’égalité
"n(f)=f1r—. (1.35)

A son tour, l’égalité (1.35) seule implique les deuz assertions équivalentes suivantes

iii) les deuz idéaux in(f)G(I,R) et in(fR) ont la méme composante de degré n dans
G(I,R),

5. cet idéal est noté G(I,J C R) dans [HIO| § (8.7) qu’on utilise ici comme référence, sauf pour cette
notation (cf. aussi la notation B(I,J C R) qu’on a adoptée au § 1.1.5).
6. elle 'est cependant si f est non diviseur de zéro dans G(I,R), cf. 1.3.5 ci-dessous.
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iv) on a l’égalité des composantes de degré n des anneauz gradués
[G(LR)/in(f)GIR)]n = [G(I/f.R/[)]n-

La preuve est un exercice facile dans les anneaux gradués:
Preuve: 1) = ii): il est clair que Ann(f) = (0: (f)) € (I" : f) d’ou la premiére assertion
du ii). Dans la seconde, l'inclusion non triviale est I N (f) C fI"*. Or un h € I" N (f)
s’écrit h = fg comme élément de (f) et donc g € (I" : f) car h € I"™. Le i) donne alors que
g € I"™% ce qu'il fallait démontrer.
ii) = i): Soit g € (I™ : f), on a f.g € I"™ et d’aprés (1.35) il existe h € I"™* tel que
f.g= f.hdonc g —h € Ann(f) C I™° par hypothése, d’ou g € I"%.
(1.35)= iii) : par définition la composante de degré n de in(fR) dans G(I,R) est:

[in(fR)]n = ((f) N I™)/1"H

Aussi, si on suppose (1.35), tout élément h € [in(fR)], est la classe de h € I" N (f),
h & I"t! qui s'écrit h = f.g avec g € I"%, et par définition du produit dans G(I,R),
h = fg (car h ¢ I"*1), d’ou iii).
Enfin, iii) < iv) est seulement la traduction de (1.32). O

Si maintenant, on considére les mémes conditions mais simultanément pour tous les
entiers n > ng, on obtient le sorite plus fin suivant, qui est celui annoncé dans le titre de
ce paragraphe:
Lemme 1.3.8. Soient I un idéal d’un anneau local noethérien (R,m), et f € I8 —I*T! un
élément d’ordre s de I. Soit ng € N. Les conditions suivantes sont équivalentes :

i) Vn>mng, (I": f)=1""%,

ii) f est non diviseur de zéro et on a l’égalité :

Vn > ng, I" N (f) = fI"%. (1.36)

A son tour, l’égalité (1.36) seule est équivalente aux deux assertions équivalentes sui-
vantes :

iii) les deuz idéaur in(f)G(I,R) et in(fR) ont la méme composante de degré n dans
G(I,R), pour tout n > ny,

iv) on a pour tout n > ng, l’égalité des composantes de degré n des anneaux gradués
(G(LR)/in(f)GIR)]n = [GUI/f.R/[)]n-

Scholie. La différence majeure, non triviale, entre les deux lemmes précédents est que
I'implication (1.35)=>iii) du lemme 1.3.7 est remplacée par une équivalence (1.36)<> iii) au
lemme 1.3.8 (cf. aussi la preuve ci-dessous).

Démonstration. L’équivalence i) < ii) se transmet directement de celle du lemme 1.3.7
en remarquant que dans (R,m) local noethérien, le lemme d’intersection de Krull (cf. e.g.
|[Ei] 5.4) donne que l'intersection
N 1" =(0).
Ny (0)
De méme, 'implication (1.36)= iii) est donnée par le lemme 1.3.7.

Reste & montrer 'implication réciproque: on suppose donc iii) et on considére un élément
geI"N(f), oun > ny.
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Soit m > n l'ordre de g i.e. g € I™ — I+, Alors § = in(g) € in(fR) donc s’écrit
G = f.h par iii), avec h un élément d’ordre m — s de I. De cette égalité dans G(I,R), on
déduit g — fh € I"™*1, soit encore g € fI™™% + I™FTL C fI"=5 + "1 Ainsi, on a traduit
iii) par l'inclusion :
(fynI™ c fIm=s 4 1™+,

En intersectant le second membre avec l'idéal (f), on en déduit:
(fynI™C fI" 5+ (fynI"*. (1.37)

(cette distributivité est appelée loi modulaire de Dedekind dans [S-Z| Tome 1 p. 137!).

Mais, dans (1.37), le terme (f)NI"*! est, par le méme raisonnement, inclus dans l'idéal
FIMH=s 1 (f) N I"2. De sorte que par une récurrence immeédiate, on déduit de (1.37)
I'inclusion :

()NI" C fI"5 4+ (f) NIk,

pour tout entier kK € N. On conclut alors avec le théoréme d’intersection de Krull qu’on a
I'inclusion cherchée: (f)NI™ C fI"%. O

1.3.4 Injectivité de la multiplication par f dans G(I,R)

On commence par un cas facile, celui de I'injectivité en tout degré:

Eléments f non diviseurs de zéros dans G(I,R)

La définition du produit dans G(I,R) et le sorite (lem. 1.3.8) donnent immédiate-
ment (cf. [HIO] (13.10) pour un énoncé plus général sur les suites d’éléments de R):

Lemme 1.3.9. Soit I un idéal d’un anneau local noethérien (R,m). Soit f € I°\ ISt et
f=1in(f) sa forme initiale dans G(I,R). Les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) I’élément f est non diviseur de zéro dans G(I,R),
ii) pour toutn € N, (I" : f) =1""%,

iii) lélément f de R est non diviseur de zéro, et on a l’isomorphisme :
G(I,R)/J.G(I.R) = G(I/ f.R/]).

Preuve: 1) < ii) est direct. Noter que dans ii), si n < s, par convention I"~* = 0, donc la
condition est triviale.
Pour ii) < iii) on applique le lemme 1.3.8, avec ng = s. Remarquons que par convention,
I° = R et plus généralement 1% = R si k > 0. Aussi les conditions (I" : f) = ["*
sont triviales pour n < s. De la méme fagon, les composantes de degré k < s des deux
anneaux gradués dans le iii) coincident toujours pour f € I® — I**! car [in(fR)]r =
[in(f)G(LR)]x = 0.
O

Remarque 1.3.10. Le passage par l’expression en terme de conducteur (ii) pour montrer
I'équivalence entre (i) et (iii) n’est peut-étre pas trés élégant. On aimerait quelque chose
de plus « géométrique » . Au chapitre 2 cor. 2.2.3, on montrera que 1’équivalence 1)< iii)
peut se déduire directement d’un théoréme de Flenner-Vogel (thm. 2.2.2) étudiant ce que
deviennent les suites exactes de R-modules quand on prend les gradués associés.
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Eléments superficiels et conducteurs

La proposition suivante est ’analogue de la premiére partie du lemme 1.3.9 quand on

affaiblit la condition sur f (cf. déf. 1.2.7):
Lemme 1.3.11. Soit (R,m) local noethérien et I un idéal m-primaire de R. On a les deux
caractérisations suivantes :

i) Un élément f € I°\ I°T! est superficiel dans I si, et seulement si, il existe deur
entiers c et ng tels que:

Vn>mng, (I":f)nI¢=I1"""% (1.38)

ii) Un élément f € I°\ I°* est superficiel dans I et non diviseur de zéro dans R, si et
seulement st, il existe un entier ny tel que :

Vn>mng, I":f)=1I""%. (1.39)

Preuve: Le 1) est direct : si f vérifie (1.38)et g est de degré n —s—1 > ¢ dans G(I,R), alors
'égalité f.g = 0 € I"1/I™ donne pour un représentant g € 1"~ de g, que le produit
f.g € I", donc que (I™ : f) N I¢ contient un élément g € I"5~1 — I"~% ce que contredit
I'hypotheése (1.38). On raisonne de méme pour la réciproque.

Pour le ii), on utilise le résultat suivant qui se déduit directement du théoréme d’Artin-
Rees (cf. [S-Z] Cor. 1 p. 272, et Rem. b p. 273):
Lemme 1.3.12. Si I est un idéal d’un anneau noethérien R, et f € I, alors il existe un
entier k tel que pour tout n > k on ait:

I (f) I *+(0:f). (1.40)
Gréce a ce lemme, dans le cas ol f est non diviseur de zéro, on obtient I'inclusion :
(1" () € 1",

Cette inclusion et 'égalité (1.38) donnent 'égalité (1.39) demandée. La réciproque est
évidente. O

Grace a ce passage par le conducteur (comparer a la rem. 1.3.10), on déduit immédia-
tement le critére suivant :
Corollaire 1.3.13. Un élément f € I d’ordre s, est superficiel dans I et non diviseur de
zéro dans R, si et seulement si, f est non diviseur de zéro dans R et la surjection canonique

(1.34) associée a linclusion in(f).G(I,R) C in(fR) (cf. (1.33)) i.e.
G(I,R)/in(f)G(L,R) — G(I/[,R/f),

qui est un epimorphisme d’anneaux gradués, est un isomorphisme sur les composantes de
degré assez grand.

Démonstration. Compte-tenu de 'expression (1.39) du lemme précédent, on peut appli-
quer I’équivalence i) < ii) (et la variante iv)) du lemme 1.3.8. O

Une question naturelle soulevée par le corollaire précédent est alors: la condition f
superficiel suffit-elle & avoir l'isomorphisme G(I/f,R/f) ~ G(I/f,R/f) en degré assez
grand?

La caractérisation suivante, due a D. Kirby (cf. [Ki] Thm. 3) (pour i) < ii)) répond
par affirmative & cette question :
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Théoréme 1.3.14. Soit I un idéal d’un anneau local noethérien (R,m), et f € I8 — I*1
un élément d’ordre s de I. On note (0 : I°®°) = Upen(0: I™).
Les propriétés suivantes sont équivalentes :
i) f est un élément superficiel de I,
i) I"N(f) = fI™° pour n > ny, et la multiplication par f de R/(0: I*°) — R/(0: I*°)
est injective.
iil) [GUI/fR))nsne =~ [GUILR)/f.G(I,R)|n>n, et f n'appartient G aucun des idéaux
premiers associés a R ne contenant pas I.

Démonstration. 1) < ii) : Kirby démontre I’équivalence de ii) avec la condition (1.38):
(I": fynIc=1""%

caractérisant les éléments superficiels (cf. lem. 1.3.11 i)).

Pour montrer i) = ii), Kirby utilise la méme inclusion (1.40) qu’au lemme 1.3.12,
donnée par le théoréme d’Artin-Rees, pour montrer I™ N (f) = fI™*. Le reste est laissé
en exercice (ou bien se reporter & [Ki| p. 24-25).

Dans ii) < iii), I'équivalence de I"N(f) = fI"* pour n > ng avec [G(I/f,R/f)ln>ne =~
[G(I,R)/f.G(I,R)]n>n, est donné par le lemme 1.3.8.

Pour 'équivalence des deux autres conditions dans ii) et iii): d’aprés e.g. |Ei| § 3.6,
I'idéal (0 : I®), qui est aussi noté HY(R), vérifie la propriété suivante en termes d’idéaux
premiers associés :

Ass(R/HY(R)) = {p € Ass(R)p 5 I}.

Aussi la seconde condition : f non diviseur de zéro dans R/HY(R) du ii) est bien équivalente
a la seconde condition du iii). O

Remarque 1.3.15. La preuve précédente, bien qu’élémentaire, utilise le lemme d’Artin-
Rees, via I'inclusion (1.40), et n’est pas trés « visuelle » . Une démonstration géométrique
de ce résultat sera donnée au théoréeme 1.4.22.

1.3.5 Caractérisation des éléments F-transverses

On utilise ici le lemme facile 1.3.9 de la section précédente pour expliciter la condition
de F-transversalité.

Proposition 1.3.16. Si I est un idéal d’'un anneau (R,m) local noethérien, f € I° \ 15t
et f € I°/I°t) est la classe de f dans G(I,R), les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) f est non diviseur de zéro dans G(I,R),

i) f est non diviseur de zéro dans R, et on a l’isomorphisme :
G(I/fR/f) = G(I,R)/fG(I,R).

Si I est m-primaire, ces deux propriétés sont encore équivalentes @ :

iii) f est F-transverse, c’est-a-dire qu’on a pour tout entier n > s l’égalité :

Fipryp(n) = AFf p(n).

Preuve:
i) < ii): Ce n’est qu'une redite de ’équivalence i) < iii) du lemme 1.3.9. 1) < iii) est
donné en remplagant 1.3.9 i) < ii), dans (1.28). O
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Remarques sur la nature arithmétique de ’anneau G(I,R)

D’aprés la proposition 1.3.16 ci-dessus, l'existence d’éléments F-transverses dépend
de la nature arithmétique de G(I,R): il se peut que tous les éléments de G(I,R) soient
des diviseurs de zéros, méme pour un « bon anneau » R et pour I = m, et ceci dés la
dimension 1 comme le montre 'exemple suivant di a J. Sally (cf. [Sy-2]).

Proposition 1.3.17 (Sally).

Soit k un corps et R I’anneau local k[[t5 7 #1%]]. C’est I’anneau local d’une courbe for-
melle intersection compléte de dimension de plongement 3. Cependant l’anneau gradué
G(m,R) n’est pas Cohen Macaulay : précisément la classe de I’élément t*° dans m3/m* an-
nule tous les éléments de l’idéal mazimal G(m,R);+ = AiBomi/m”l, i.e. cet idéal mazimal

(2

est associé 4 G(m,R).

Preyve:
a) Une premiére preuve que R est un anneau d’intersection compléte :

D’aprés un critére di a E. Kunz (cf. [Ku|) Panneau R, qui est un anneau de semi-groupe,
est Gorenstein (cf. [Ei] Chap. 21) car le semi-groupe engendré par 6,7,15 est symétrique
(cf. [Ku]).

Comme R est de dimension 1, c’est le quotient de K[[X,Y,Z]] par un idéal de hauteur 2.
D’aprés un résultat de J.P. Serre (cf. [Se-3| ou [Ei] (21.20)), si un tel quotient est Gorenstein,
c’est une intersection compléte.

b) Une preuve par le calcul du résultat du a):

En considérant I’anneau global S = k[t6,t7,t!%], on peut par la méthode d’¢limination
(voir 'appendice C.4.2) calculer explicitement 'idéal I tel que S = k[X,Y,Z]/I.

On obtient alors qu’on peut écrire S comme:

k[X’YaZ]/(Yg - XZ’XS - Z)a
et son complété R = S = k[[t0,t7 t'%]] s’écrit encore :
R=Fk|[X)Y,Z]]/(Y} - XZX° - Z).

c) Le résultat sur G(m,R) est direct : avec m = (t5,t7 ¢1%), on vérifie que t?° € m3 — m? et
t29.m C m®. O

Remarque 1.3.18 (Cas des hypersurfaces). Disons que R = S/(f) est un anneau
local d’hypersurface si S est un anneau régulier de dimension d et f € S. Dans ce cas,
en notant m l'idéal maximal de R, 'anneau gradué G(m,R) ~ k[X1,...,X4]/(in(f)) est
toujours Cohen-Macaulay.

Démonstration. Comme S est régulier de dimension d, en notant M son idéal maximal, on
a (cf. e.g. [S-Z] Ch. VIII § 11):

G(M,S) ~ k[Xy,....X4],

en particulier ¢’est un anneau intégre, donc in(f) € G(M,S) est non diviseur de zéro. On
peut alors appliquer le lemme 1.3.9 qui donne que:

G(m,R) =~ G(M,S)/(inn(f)),

ce qui donne aussi G(m,R) Cohen-Macaulay. O
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Si G(I,R) est Cohen-Macaulay, les éléments F-transverses permettent par récurrence
de ramener le calcul de la fonction de Samuel au cas de la dimension zéro (cf. [Sy-2| Intro-
duction). On renvoie e.g. & [RES| § 5 pour un exemple de I'importance de la connaissance
de la nature arithmétique du coéne tangent donné par G(m,R).

Un exemple de G(I,R) non Cohen-Macaulay avec R régulier
L’exemple suivant est donné dans [Vas-1], 5.1.16:

Exemple 1.3.19. Soit R = k[[z,y]] et I'idéal m-primaire I = (23,3%,2%y). Alors G(I,R)
(qui est de dimension deux, cf. 1.1.22) est de profondeur 1.

1.3.6 Caractérisation des éléments P!'-transverses

De I'étude algébrique du lemme 1.3.11, on va déduire immédiatement la caractérisation
suivante :

Proposition 1.3.20. Pour un idéal m-primaire I d’un anneau local noethérien (R,m), et
un élément f € I°\ I*1L, les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

i) f est Pl-transverse (cf. déf. 1.3.1),

ii) f est un éléments superficiel de I, non diviseur de zéro dans R.

Preuve: D’aprés 1'équation (1.28), la P! transversalité est équivalente a la condition (1.39)
du lemme 1.3.11. D’out la conclusion d’aprés ce lemme. a

Ezemple d’élément P'-transverse non F-transverse — Dans 'anneau local R = k[[t4 % t11]],
'éléement f = t* a sa classe f € m/m? qui est un diviseur de zéro dans G(m,R) (en effet,
tt11 = 15 € m3). D’aprés la prop. 1.3.16, f n’est donc pas F-transverse, et en effet, on a
Fg% r(2) = 3 alors que F’I’}’L 1R/ f(2) = 4. En revanche, f est un élément superficiel de 1'idéal
maximal m de R, (vérifier I'injectivité de m s a partir de m3/m*) et R est intégre, donc il
est Pl-transverse (vérification directe aussi).

1.3.7 Eléments superficiels et P°-transversalité

Premiére preuve que les éléments superficiels sont P’-transverses

La premiére approche donnée ici est due & P. Samuel et repose sur I'expression du
lemme 1.3.11 (cf. [S-Z] Ch. VIII, § 8):

Si I est un idéal m-primaire d’un anneau local noethérien (R,m), et f € I est un
élément superficiel d’ordre s, la caractérisation (1.38) en terme de conducteurs:

(I": fynIc=1""°%, (1.38)
donnée au lemme 1.3.11, donne immédiatement dans 1’équation (1.28) du § 1.3.2:
Fripryp(n) = A%Fr r(n) —Ir((I": £)/177F),  (1.28)

le résultat suivant :

Proposition 1.3.21. Si f € I est un élément superficiel d’ordre s, il existe un entier c,
(le méme qu’au lemme 1.8.11), tel qu’on a l’encadrement pour tout n > ny,

Vn € N, A°F} p(n) < Fj; gy < A°Ff p(n) + Ff g(0), (1.41)
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Preuve: La preuve est donnée dans [S-Z]| Ch. VIII, § 8, lem. 4:

" I = (I )/ (" f)nI) = ((I": f)+1°)/1°,
la derniére égalité étant donnée par le théoréme d’isomorphisme usuel, (cf. [S-Z| Chap. III,

§ 4 Thm. 5).
Donc en termes de longueurs,

U™ /1" = U™ = f) +19)/1°) < UR/I) = F (c).

On en déduit immédiatement :

Corollaire 1.3.22. Si f € I est un élément superficiel d’ordre s, il existe une constante
Cy € N telle que

Pi)spyp = A°Pp g+ Cy, (1.42)
ce qui donne que f est PP-transverse i.e. 1’égalité de polynomes :

Exemple 1.3.23 (d’élément superficiel diviseur de zéro).

Dans R = k[[z,y]]/(«?,2y), pour I = m, Panneau gradué associé¢ est G(m,R) =

k[z,y]/(x?,2y). L’élément y est superficiel : la multiplication par la classe de ¥ est injective
de m*/m**1 — m T /mi*2 dés que i > 2 (car dans ce cas m? /m't! ~ kgF), et y est diviseur
de zéro dans R.
Remarque 1.3.24. L’exemple précédent, qui est celui d'un cone est trés particulier: R
est anneau local au sommet du cone Spec G(m,R), et donc I'idéal maximal m est un idéal
associé & R. On pourrait se dire qu’en choisissant un exemple plus fin, il existe des éléments
superficiels pour I, diviseurs de zéros dans R, sans que m soit associé a R (i.e. que tous les
éléments de m soient des diviseurs de zéro). On va voir ci-dessus (cor. 1.3.27) que cela ne
peut pas se produire dans le cas des idéaux m-primaires.

Deux conséquences du résultat de D. Kirby

Une premiére conséquence du théoréme de D. Kirby (thm. 1.3.14) est une démonstration
directe de la PY-transversalité des éléments superficiels :

Corollaire 1.3.25 (du thm. 1.3.14). Si f est un élément superficiel de l’idéal I, alors
dans la suite exacte (1.29), le noyau est nul pour tous les entiers n > ng et le conoyau
[G(I,R)/f.G(I,R)),, est isomorphe a [G(I/f,R/f)]n pour n > ng. En « passant auz lon-
gueurs » dans (1.29), on obtient que f est PO-transverse.

Remarque 1.3.26. J'ignore si, réciproquement, tous les éléments PC-transverses sont
superficiels.

Gréace a la théorie de la décomposition primaire (|Ei| §3.6), le résultat du thm. 1.3.14
permet aussi une meilleure compréhension de la notion d’élément superficiels diviseurs de
zéro (cf. 'exemple 1.3.23 et la rem. seq.).

En effet, dans [Ei] §3.6, I'idéal (0 : I°°) est aussi noté H}(R) et on montre qu'il vérifie
la propriété suivante: si

0)= N Qi (1.44)
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est la décomposition primaire de (0) dans R, et si on note P; les idéaux premiers associés
aux Q;, alors (|Ei] prop. 3.13 a):
HY(R)= N Q. 1.45
I( ) PizleZ ( )

Corollaire 1.3.27. Dans le cas particulier ou I est un idéal m-primaire, m est le seul
idéal premier contenant I, et l’équation (1.45) donne les deux cas suivants:

i) Ou bien m est un idéal premier associé o R,

ii) Ou bien m n'est pas associé¢ a R, et dans ce cas HY(R) = (0) d’apres (1.44) et (1.45).
Alors, dans le cas 1) tous les éléments f € m sont diviseurs de zéros, et dans le cas ii),

la condition du thm. 1.5.14 donne que tous les éléments superficiels sont non diviseurs de
Z€ro.

1.4 Géométrie des éléments superficiels

Thus even a hazy understanding of the Grothendieck ideology can be an incise weapon, which I
fear may not pass on to the next generation.

M. Reid, in Hyperplane sections and Related Topics, L”Aquila, 1988.

La définition des éléments superficiels donnée & la déf. 1.2.7 via la multiplication par
la classe f de f dans I'anneau gradué¢ G(I,R) admet une traduction géométrique agréable
(suppression de la condition « & partir d’un certain rang » ) que I'on donne a la prop. 1.4.1.

Via la notion de points associés, on peut reformuler cette condition géométrique en
une condition d’évitement d’un certain nombre de mauvais points du schéma &; (points
génériques de composantes irréductibles et immergées), donnée a la prop. 1.4.5.

L’objet géométrique clef pour cette étude est la notion de transformée faible introduite
au § 1.1.2. On a vu (loc. cit.) que cette transformée faible s’interprétait comme une section
de ’éclatement S7 par une hypersurface. Dans le cas particulier ou I'idéal I est m-primaire,
on peut se ramener & une étude géométrique au-dessus de I'idéal maximal i.e. dans I'espace
projectif P} sur un corps (cf. cor. 1.4.6), ce qui est plus pratique.

Le § 1.4.1 s’achéve par I'application de cette interprétation géométrique a des cas ex-
plicites d’études d’éléments superficiels.

Au § 1.4.2, on traduit géométriquement les conditions données par le théoréme de Kirby
donné au théoréme 1.3.14. On montre alors comment on peut obtenir ce théoréme d’une
maniére géométrique grice a la description de la décomposition primaire de 1’éclatement
d’un idéal, et a une propriété géométrique importante des sous-schémas de Cartier d'un
schéma relativement aux composantes associés de ce schéma (prop. 1.4.20).

1.4.1 Traduction géométrique de la notion d’élément superficiel

La superficialité vue en projectif

On utilise ici les notations introduites au § 1.1.1: on rappelle que si I est un idéal d’'un
anneau R, on note

G(I,LR) = @ I"/I"*!
neN

I’anneau gradué associé a la filtration de R par les puissances de [ et

&1 = Proj(G(I,R)), (1.46)

le schéma projectif associé.
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Avec la terminologie de [EGA] II (2.7.2), rappelée au cor. A.6.4, la définition 1.2.7 des
éléments superficiels se formule de la maniére suivante :
Un élément f € I de degré s (i.e. appartenant o I — IST1) est superficiel si, et seulement
si, la multiplication my : G(I,R) — G(I,R)(s) par la classe de f de f dans I°/I°*! est
(TN)-ingective.

Dans ce qui précede G(I,R)(s) désigne le G(I,R)-module gradué (« décalé » ) dont
la composante de degré n, [G(I,R)(s)],, est par définition la composante de degré n + s,
[G(I,R)|n+s, de G(I,R) et ceci pour n € Z (notation déja introduite au (A.6) p. 119).

En considérant G(I,R)(s) comme un G(I,R)-module gradué, on définit (cf. p. 118)

le faisceau de Og,-modules O¢,(s) = G(I,R)(s), inversible sous I'hypothése que R est
noethérien (cf. p. 119).

Avec ces notations, et en appliquant le foncteur™(cf. [EGA] II (2.7.3) et le rappel p. 118),
on obtient la définition équivalente :
Proposition 1.4.1. Soit I un idéal d’un anneau noethérien R (non nécessairement local),
et soit f € I* — IST1 un élément d’ordre s de I, alors f est un élément superficiel de I
si, et seulement si, le morphisme my : Og, — Og,(s) est injectif, ou Og, est le faisceau
structural du schéma E; = Proj ( @N Im/mthy,

ne

Preuve: Conséquence directe du corollaire A.6.4. O

Traduction en terme de transformée faible

Les notations sont celles de la proposition 1.4.1 ci-dessus.

On choisit des éléments hq, ... ,h, € I dont les classes h; € I/I? engendrent I/I? comme
R/I-module. D’aprés le lemme A.1.3 (cf. aussi ce lemme pour la notion D ), les ouverts
V; := Dy (h;) de & forment donc un recouvrement de ;.

Si on note Uj; les ouverts U; := D (h;t) ~ Spec R[I/h;] de St, on al'égalité: V; = U;NE;.

Dans la carte V; = D4 (h;), on a une section naturelle de Og,(s) qui est hi’, et un
élément quelconque de I'(V;,0¢, (s)) s'écrit g.h;", ot g € Og, (V).

Dans cette carte V;, en notant f la classe de f dans I®/I°*! le morphisme my o
I'(V;,0¢,) — I'(V;,0¢,(s)), est défini par:

9 € 05, (W) = 97 = (L) T

ou }%s € Og, (Vy).
Lemme 1.4.2. L’écriture explicite de my montre que la prop. 1.4.1 est équivalente a la
propriété suivante : I’élément ?/h_ls n'est pas un diviseur de zéro dans l'anneau Og,(V;),
pourt=0,...,r.

La définition suivante est rendue possible par le bon comportement des idéaux associés
par localisation (cf. [Ei] 3.1 ¢)):
Définition 1.4.3 (Points associés).

i) Un point  d’un schéma X est un point associé de X, si I'idéal maximal m, est un
idéal premier associé a (0) dans Ox ,.

ii) On montre que I"ensemble des points associés & un schéma X est I’ensemble des
points génériques des sous-schéma réduits sous-jacent & une décomposition primaire
(cf. [EGA] IV (3.2.5)) de X en composantes irréductibles et immergées. On appellera
ces composantes composantes associées ¢ X. On notera Ass(X) I'ensemble (fini si X
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est noethérien) des points associés, c’est-a-dire des points génériques des composantes
associées & X.

On rappelle aussi un résultat de base sur les idéaux premiers associés (cf. [Ei] 3.1.b) et
son avatar géométrique :

Lemme 1.4.4. a) Soit R un anneau noethérien. Un élément f € R est diviseur de zéro
si, et seulement si, f est inclus dans un idéal premier associé a R.

b) De méme soit X un schéma noethérien. Un sous-schéma localement principal D de
X (cf. déf. 1.1.83) est de Cartier si, et seulement si, le support de D ne contient aucun
point associé a X (cf. déf. 1.4.3).

Compte-tenu de ce lemme, la condition du lemme 1.4.2 est équivalente au fait que f/h_zs
n’appartienne a aucun idéal premier associ¢ de I'anneau Og, (V;).

En terme de schémas, on a vu (cf. preuve de la prop. 1.1.8) que f/hf est I’équation de
(f)* —s& = (f)* (la transformée faible de f) dans U;, et f/h; définit le pull-back de sur
la carte V; de &;.

Aussi la condition du lemme 1.4.2 équivaut a ce que le support du pull-back de ( f)#
sur £ ne contienne aucun point associé a £;. Comme il s’agit que d’une condition sur
le support de ce pull-back (qui est l'intersection ensembliste |E7| N |(f)7]) cela revient au
méme de dire que le support de (f)* ne contient aucun point associé a &7, ce que l'on
résume dans la caractérisation suivante:

Proposition 1.4.5. Soit I un idéal d’un anneau noethérien R. On note Sy [’éclatement
de I dans Spec R, et & le diviseur exceptionnel de cet éclatement (cf. (1.46)).

Soit f € I* —I**" un élément d’ordre s de I. On note (f)* = (f)* —s&; sa transformée
faible sur Sy, (ou (f)* désigne la transformée totale de f, cf. déf. 1.1.6),

Alors f est superficiel dans I, si et seulement si, le support de sa transformée faible ne
rencontre aucun point associé a Er (cf. déf. 1.4.3), ce que l'on note sous la forme:

Supp((f)) N Ass(Er) = 0. (1.47)

Cas particulier ou I est m-primaire

Au § 1.1.2, on a vu que la transformée faible (f)# s’interprétait comme une section de
St par une hypersurface *Hy.

Dans le cas particulier, ot I est un idéal m-primaire, on a vu au § 1.1.4, que si on
considérait la fibre 5? de I'idéal maximal dans S7, on obtenait le méme sous-espace réduit
sous-jacent

E=E=E&), cf (18).

Alors la condition (1.47) de la prop. précédente, caractérisant les éléments superficiels,
peut étre interprétée de la maniére suivante :
Corollaire 1.4.6. Soit I un idéal m-primaire d’un anneau local noethérien (R,m). Soit
f € I* — I*TY un élément d’ordre s de I. On suppose qu’on a choisi des générateurs
(ho, ... hy) de I, définissant un plongement i : S — P (cf. § 1.1.2) de l’éclatement Sr.

On rappelle alors qu’a une écriture (non unique) de f comme un polynéme homogéne de
degré s a coefficient dans R en les h;, que l'on note f = Py(ho,...,h,), on peut (cf. § 1.1.4)
associer un polynéme homogéne de degré s a coefficient dans R/m en prenant les classes
modulo m des coefficients de Ps. On note P ce polynome, et on a f = PO(ho,h1,... k)
dans G(I,R).

On note enfin SH? Uhypersurface définie par PY dans ’espace projectif P, (ou k = R/m
le corps résiduel de R).



1.4. GEOMETRIE DES ELEMENTS SUPERFICIELS 49

Soit Ass(Er) lensemble des points associés au schéma Er. Comme 5? et &1 définissent
le méme espace réduit, les points de Ass(Er) sont des points de 6’?.

Alors la condition (1.47) de la prop. 1.4.5 est équivalente a la condition suivante
dans P}, :

*Hy N Ass(&r) = 0. (1.48)

Le cas particulier le plus important de (1.48) est le cas s =1: f € I —I? est superficiel
si, et seulement si, ’hyperplan H? ne contient aucun point de Ass(Er) c’est-a-dire (cf.
définition 1.4.3 ii)) le support (dans £) d’aucune composante irréductible ou immergée

de &5.

Application a des exemples particuliers

Exemple 1.4.7. Dans Panneau local R = k[[t?,t3]] I'élément ¢ n’est pas superficiel dans
I'idéal maximal m. On peut le vérifier algébriquement (laissé au lecteur). En écrivant R =
k[[X,Y]]/(X?-Y?),et m = (X,Y), on a un plongement du diviseur exceptionnel &,, C P}
comme Y2 = 0. Alors il est clair que 'élément f =Y de m n’est pas superficiel puisqu’il
définit I'hyperplan Y = 0 de P}, qui coincide avec |&,,].

On trouve dans [S-Z] p. 287, 'exemple suivant, ott 'on note [y le corps a deux éléments :

Exemple 1.4.8. Considérons I'anneau local
R =F[[X,Y]]/(XY (X +Y))

et m son idéal maximal. Il n’existe pas d’éléments superficiels (d’ordre 1) pour m.

On va montrer cette remarque via la caractérisation (1.48) des éléments superficiels
(pour l'ordre 1).

Preuve: Comme Spec R est défini par un idéal homogeéne de F3[[X,Y]], 'anneau gradué
G(m,R) définissant son cone tangent s’obtient directement comme:

G(m,R) = Fo[X,Y]/(XY (X +Y)).

Alors dans ]P’Ilb, le diviseur £2 = ProjG(m,R) a exactement trois composantes irréduc-
tibles : les hyperplans définis par X,Y et X+Y. Or pour f € m les hyperplans HJQ aX+bY
avec a,b € [F9 sont exactement X,Y ., X 4+ Y. On conclut donc que pour tout f € m, HJQ
contient une composante irréductible de £2,, et donc f n’est pas superficiel pour m. a

Cas ou le corps résiduel est infini

Le lemme suivant, conséquence directe de la caractérisation géométrique du corol-

laire (1.4.6), montre que le phénoméne de l'exemple 1.4.8 ci-dessus est particulier aux
corps finis:
Lemme 1.4.9. Soit (R,m) un anneau local noethérien, et I un idéal m-primaire de R.
Si le corps résiduel k = R/m est infini, alors pour tout entier s on peut, suivant les
notations du corollaire 1.4.6, trouver une hypersurface SH}Q de degré s dans P} évitant
tous les points associés a &y sur € C P, c’est-a-dire que pour tout entier s, il existe
des éléments superficiels d’ordre s dans I (et la condition d’étre superficiel est méme une
condition générique dans l’espace vectoriel I®/mlI?).
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1.4.2 Approche géométrique de la caractérisation de Kirby
La condition transformée faible égale transformée stricte

Soit R un anneau noethérien, I un idéal de R, et f € I® — I**t! un élément d’ordre s
de I. On note St 'éclatement de I dans Spec R, et £; le diviseur exceptionnel (cf. (1.46)).
Au § 1.1.5, on a défini la transformée stricte de f sur St comme [’adhérence schématique:

() =N e, (1.49)

c’est-a-dire le plus petit sous-schéma fermé de S; contenant (f)* \ & (cf. notation 1.1.5
ii)).

Si on note (f)# la transformée faible de f sur S; définie par (f)*—s&; (cf. notation 1.1.5
i)), on a trivialement :

(H)*\ &= (NH*\&r (1.50)

de sorte que (1.49) s’écrit encore:

) =FNE (151)

Ainsi, on a toujours I'inclusion des schémas (f)" C (f)#, et la condition d’égalité est donnée
par le lemme élémentaire suivant :

Lemme 1.4.10. Avec les mémes notations qu’a la prop. 1.4.5, sur l’éclatement Sy de I
dans Spec R, la transformée faible (f)* d'un élément f € I est égale & sa transformée
stricte si, et seulement si, le support de Er me contient aucun point associé au schéma
(f)#, ce que 'on note sous la forme :

Supp(€r) N Ass((f)*)

0. (1.52)

Preuve: 11 suffit de remarquer que d’aprés la théorie de la décomposition primaire, 'inclu-
sion de schémas fermés (f) C (f)? est stricte si, et seulement si, on a une décomposition
non triviale en sous-schémas fermés:

(/) = (f) uXp,

ott X contient nécessairement un point associé¢ a (f)# (car la décomposition est non
triviale), qui doit étre dans le support de & puisque (f)' et (f)* coincident en dehors
de &;. O

Vers la comparaison des conditions (1.47) et (1.52)

On renvoie a [RES] § 4.2.2 pour la définition de suite réguliére d'un anneau. On rappelle
alors que la profondeur d’'un anneau local (R,m), notée prof R, est la longueur maximale
d’une suite réguliére d’éléments de 'idéal maximal m (cf. [Ei] Chap. 17,18).

Compte-tenu du lemme 1.4.4, la définition 1.4.3 i) des points associés & un schéma

s’écrit encore:
Corollaire 1.4.11. Un point x € X est un point associé o X si, et seulement si, tous les
éléments non-inversibles de Ox , sont diviseurs de zéro, c’est-a-dire si, et seulement si,
prof Ox , = 0.

Cette formulation a la conséquence suivante pour les sous-schémas de Cartier :

Corollaire 1.4.12. Si D est un sous-schéma de Cartier (cf. déf. 1.1.3) d’un schéma X,
un point x € D est associé a D si, et seulement si, Ox , est de profondeur 1.
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Exemple 1.4.13. Le diviseur exceptionnel £ est un sous-schéma de Cartier de ’éclate-
ment Sy de I dans Spec R.

Ainsi les points = € Ass(&£r) coincident avec les points z € &r tels que Og, , est de
profondeur 1.

Cas ou (f)* est un sous-schéma de Cartier de Sy

Comme précédemment I est un idéal d’'un anneau noethérien R, et Sy est 'espace total
de I’éclatement de I dans Spec R. Soit f € I® — I°*! un élément d’ordre s de I et (f)* sa
transformée totale sur Sj.

Si on suppose que (f)* est un sous-schéma de Cartier de Sy, alors c’est aussi le cas de
sa transformée faible (f)* = (f)* — s, et on peut appliquer le corollaire 1.4.12 a (f)#,
ce qui donne:

Exemple 1.4.14. Si (f)* est un sous-schéma de Cartier de S7, les points associés a sa
transformée faible (f) sont exactement les points = sur le support Supp((f)?) tels que
prof(Og, ») = 1.

Alors dans ce cas I’équivalence des conditions (1.47) et (1.52) est donnée par la propo-

sition suivante:

Proposition 1.4.15. Soit I un idéal d’un anneau local noethérien (R,m), et soit f €
I8 — ISt un élément d’ordre s de I.

Si on suppose que la transformée totale (f)* de f sur Sy est un sous-schéma de Cartier,
alors les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

a) f est un élément superficiel de I,
b) sur l’éclatement St de I, les transformées faibles et strictes de f coincident.

Preuve: D’aprés la prop. 1.4.5, f est superficiel dans I, si et seulement si,
(/)* N Ass(Er) = 0,
ce qui d’apreés 'exemple 1.4.13 se traduit par:
v € Supp((f)#) N Supp(&r), prof(Os, ») > 1. (1.53)

Mais grace a I'hypothése (f)* (et donc aussi (f)¥) de Cartier, la condition précédente
donne d’aprés 'exemple 1.4.14:

Supp(&r) N Ass((f)*) = 0,

ce qui, d’aprés le lemme 1.4.10 est exactement la condition « transformée faible égale
transformée stricte » . O

Remarque 1.4.16. Si f € R est un élément non diviseur de zéro, (f)* est bien sir Cartier
sur St (pull-back) et on est donc dans ’hypothése de la proposition précédente.

Décomposition primaire de S; et interprétation de la condition « (f)* est de
Cartier »

a) Décomposition de Spec R et St en composantes primaires — Avec les notations du
§ 1.1.7, on choisit une décomposition primaire de (0) dans I'anneau R:

(0) = iéle‘a (1.54)
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ou les idéaux @; sont Pj-primaires, et on sait alors (cf. déf. 1.1.23) que l'éclatement Sy
de I dans S = Spec R s’écrit sous la forme d'une union schématique (au sens rappelé
ci-dessous) :

S[Z(Sl)[U---U(Sl)[, (1.55)

ou, pour ¢ = 1,...,l, (S;); désigne l'espace total de 'éclatement de I'idéal (I +Q;)/Q; dans
la composante primaire S; = Spec R/Q; de R.

On rappelle que le sens a donner a cet union schématique est que, dans ’anneau B(I,R)
deéfinissant Sy, Uintersection des idéaux homogeénes B(Q);) définissant les (S;); est 'idéal
(0) (cf. équation (1.14) du § 1.1.7).

Mieux, on déduit facilement de [HIO| (4.5) le résultat plus précis suivant :

Lemme 1.4.17. En enlevant dans 'égalité (1.55) les sous-schémas (S;); qui sont vides,
on obtient une décomposition primaire de Sj.

Preuve: On a dit ci-dessus que (1.55) signifiait exactement qu’'on a dans 'anneau B(I,R)
définissant St 1'égalité :

(0) =N B(Q:).
Pour montrer le lemme, il suffit de montrer que chaque idéal B(Q;) est B(F;) primaire et
que la décomposition est irredondante (cf. [Ei] thm. 3.10).

Ceci se déduit directement des propriétés de [HIO| (4.5), le caractére irredondant étant
donné par 'unicité de la transformée stricte B(J) dans 'anneau B(I,R) d’un idéal J de
R: si (0) s’écrivait comme une intersection plus petite NjcaB(Q;) = B(NicaQ;) (ou A est
un sous-ensemble strict de {1,...,l}) alors dans R aussi on aurait I'égalité: N;c4@Q; = (0)
ce qui est exclu. a

b) Interprétation de la condition: « (f)* de Cartier ».

D’aprés le lemme 1.4.4 b), (f)* est de Cartier sur St si, et seulement si, son support ne
contient aucune composante associée de Sj.

Mais d’aprés le lemme 1.4.17 ci-dessus, les composantes associées de S sont exactement
les éclatements (S;); des composantes primaires S; de S selon les idéaux (I + Q;)/Q;.

En tenant compte des composantes S; de Spec R donnant des « composantes » (.S;)r
vides, on peut retraduire « en bas » c’est-a-dire dans Spec R, la condition « (f)* est de
Cartier sur Sy »:

Proposition 1.4.18. Soit I un idéal d’un anneau noethérien R, S = Spec R et St l’éclate-
ment de S selon I. Soit f un élément de I. Les deux conditions suivantes sont équivalentes :

a) la transformée totale (f)* de (f) sur St est un sous-schéma de Cartier,

b) pour tout idéal premier P; associé a R, si I ¢ P; alors f & P;. Ou géométriquement,
pour point x associé a Spec R qui n’est pas sur V(I), x n’est pas non plus sur V(f).

Preuve: En notant e; : St — S = Spec R I'éclatement de I dans Spec R, par définition la
transformée totale (f)* de (f) est la préimage schématique (e;)~1(V(f)) du schéma V(f)
que I'on notera simplement (f) ici, et de méme les composantes (S;); sont les préimages
schématiques: (S;); = (e7)~1(S;) des composantes S; de Spec R.

En outre la restriction (e)(s,), : (Si)r — S; est surjective dés que I'espace total (S;)s
est non vide (cf. § 1.1.6, remarque apreés la formule (1.11)).

Or la condition a) du lemme équivaut, d’aprés la discussion précédant le lemme, a la
condition :

Vi=1,....0I, Supp(f)* 2 (Si)r,

ce qui se reformule par ce qui précéde en

Vi=1,...,l, Suppel_l(f) 2 (er)"1(Sy),
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condition vide pour les indices i tels que (S;); = () et équivalente par surjectivité pour les
autres indices a la condition :
pour tout ¢ tel que (S;); # 0, Supp(f) D Si.

I1 suffit alors, pour obtenir I’équivalence avec la condition b) du lemme, de rappeler que
suivant la remarque 1.1.2, I'éclatement (S;); de I'idéal (I+Q;)/Q; dans S; = Spec R/Q; est
vide si, et seulement si, cet idéal est nilpotent dans 'anneau R/Q;. Comme Ass(R/Q);) =
{P;}, cela équivaut encore a I C P,. O

Si f € I est superficiel, sa transformée (f)* est toujours de Cartier sur Sy

Ce paragraphe est consacré a la démonstration de la proposition suivante, qui néces-
sitera un résultat annexe sur le comportement des diviseurs de Cartier par rapport a la
décomposition primaire (prop. 1.4.20) intéressant en soi.

Proposition 1.4.19. Soient R un anneau noethérien, I un idéal de R, et St ’éclatement
de I dans Spec R. On note encore (f)* la transformée totale de f sur Sr. Si f € I est
superficiel alors (f)* est toujours un sous-schéma de Cartier de Sy.

Preuve: Si f € I — I*T! est un élément d’ordre s de I, la relation :

(N)F = (f)* - s&r,

définissant la transformée faible (f)# de (f) donne immédiatement que la condition (f)
de Cartier est équivalente a (f)# de Cartier.

Supposons alors que (f)* (et donc (f)#) n’est pas de Cartier. D’aprés le lemme 1.4.4 b),
le support de (f)* contient une composante associée non vide (S;); de S;.

Pour montrer que f n’est pas superficiel, il suffit alors d’aprés (1.47) de montrer que la
composante (.5;); contient un point associé au diviseur exceptionnel £;. Or la proposition
suivante donne que:

*

ASS(g[ N (SZ)[) C ASS(g[) N (SZ‘)[, (1.56)

ou intersection £ N (S;)r est non vide (intersection schématique, i.e. aussi pull-back du
Cartier & cf. déf.A.5.2) car c’est le diviseur exceptionnel de I’éclatement

e(rQn/Q: ¢ (Si)r — Si.
Ainsi Ass(E7) N (S;)1 # 0 et a fortiori, Ass(Er) N (f)* # 0, ce qu'il fallait démontrer. O

Dans la preuve précédente, on a utilisé (pour la formule (1.56)) le résultat suivant, qui

donne une propriété importante pour l'intersection des sous-schémas de Cartier avec les
composantes associées & un schéma :
Proposition 1.4.20. Soient X est un schéma noethérien et Z C X un sous-schéma conte-
nant une composante associée a X. Soit D un sous-schéma de Cartier de X d’intersection
non vide avec Z. Alors tout point associé a l'intersection schématique D N Z est aussi un
point associé a D, ce que l’on note par l'inclusion :

Ass(DNZ) C Ass(D) (1.57)

Preuve: On se place dans une carte affine U = Spec A de X qui rencontre Z et D et
désormais ce qu’on désigne par D ou Z est en fait leur trace sur U.

Dans cette carte D s’écrit Spec A/(u) avec u € A non diviseur de zéro, et Z s’écrit
Spec A/q. L’hypothése sur Z est que 'idéal ¢ est inclus dans un idéal premier p associé
a A, c’est-a-dire de la forme p = Ann(f) avec f € A.
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En notant B := A/(u) et 7 : A — B = A/(u) la surjection canonique, D N Z est défini
par Spec A/((u) + q) = Spec B/m(q) ou m(q) est 'image de 'idéal ¢ par 7.

En notant f = m(f), 'hypothése ¢ C Ann(f) entraine immédiatement l'inclusion
7(q) € Ann(f). Or f € A/(u) n’est pas nul, car sinon f serait un multiple de u et cela
contredirait ’hypothése u non diviseur de zéro. On en déduit que 7(q) est inclus dans un
idéal premier associé¢ B (un annulateur maximal) ce que I'on notera:

m(q) C p, avecp € Ass(B). (1.58)

Grace au lemme (1.4.21) ci-dessous, 'inclusion (1.58) entraine qu’en tout point = de
DN Z, en notant Op, , le localisé de B en ce point et Opnz o = Op, /7(q) on a I'inégalité
suivante sur les profondeurs d’anneaux locaux:

prof Opnz, o > prof Op, ;. (1.59)

En particulier si z € Ass(D N Z) c’est-a-dire si prof(Opnzz) = 0 (cf. cor. 1.4.12)
l'inégalité précédente donne aussi prof(Op ;) = 0 et donc x € Ass(D). O

Dans la preuve précédente on a utilisé le lemme d’algébre commutative suivant :

Lemme 1.4.21. Si B est un anneau local noethérien, et ¢ C B est un idéal inclus dans
Uannulateur Ann(g) d’un élément g € B alors on a l’inégalité de profondeurs :

prof B/q > prof B.

Preuve: Soit r = prof B et (fi,...,f,) une suite réguliére de B. On note fi,...,f, les
éléments correspondants dans B/q. Il est clair que:

(B/q)/(f1,-- i) = (B/(f1, .- 1)/ G,

ou ¢; désigne 'image de ¢ dans l’anneau quotient B; := B/(f1,...,fi).
Soit g; 'image de g dans B, il est clair que ¢; C Ann(g;). En outre g; # 0 car sinon

g € (f1,...,fi) et donc g étant diviseur de zéro dans B, f; serait diviseur de zéro modulo
(f1,-.-,fi—1) ce qui contredit I'hypothése (fi,...,f.) suite réguliére.

Supposons maintenant que la classe de f;1 soit diviseur de zéro dans (B/q)/(f1,. .. ,f;).
Alors dans B/(f1,...,fi) la classe de f;11 a un multiple dans §; et donc annule g;, avec
gi # 0, ce qui contredit ’hypothése (fi,...,f,) réguliére. On vient donc de montrer que
(f1,-..,fr) est une suite réguliére de B/q ce qui montre le lemme. O

Reésultat final

Compte-tenu de la proposition 1.4.19 démontrée au paragraphe précédent, on voit que
dans la proposition 1.4.15, 'hypothése (f)* de Cartier trouve son sens plein dans la carac-
térisation suivante des éléments superficiels. Cette caractérisation est 'avatar géométrique
annoncé au théoréme de Kirby (théoréme 1.3.14):

Théoréme 1.4.22. Soit R un anneau noethérien et I un idéal de R. On note Sy l’éclate-
ment de S = Spec R selon I. Soit f un élément de I. Alors [ est un élément superficiel de
I si, et seulement si, les deux conditions suivantes sont vérifiées :

i) les transformées faibles et strictes de f coincident, c’est-a-dire (cf. lem. 1.4.10) :
Ass((f)*)Nn& =0,

ii) (f)* est un diviseur de Cartier sur St.
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Compte-tenu de la prop. 1.4.18, la condition ii) est encore équivalente a la condition (dans

R):
ii") pour tout idéal premier P € Ass(R) tel que I ¢ P, on a f & P. Ou géométriquement,
pour point x associé & Spec R qui n’est pas sur V(I), x n’est pas non plus sur V(f).
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Chapitre 2

Eléments v-superficiels, géométrie de
la multiplicité, et cléture intégrale

Introduction

Dans ce chapitre, on introduit la notion d’élément v-superficiel d'un idéal I dans un
anneau local (R,m), qui est un affaiblissement de la notion d’élément superficiel. La défi-
nition donnée au § 2.1.1 est formulée dans I’éclatement de I'idéal I de Spec R. Dans le cas
particulier des anneaux réduits, cette définition se traduit par une condition wvaluative sur
I'éclatement normalisé de I'idéal I, d’ou le préfixe v (ceci fait 'objet du § 2.4).

Le § 2.2 montre le lien, pour les idéaux m-primaires, entre cette notion d’élément v-
superficiel et la notion de e-tranversalité, i.e. la transmission de la multiplicité de I'idéal 1
de R a l'idéal I/(f) de anneau quotient R/(f). Cette étude repose sur un théoréme de
H. Flenner et W. Vogel (théoréme 2.2.2).

Le § 2.3 s’intéresse a la cloture intégrale des idéaux (non nécessairement m-primaires)
et caractérise les éléments d’un idéal que l'on peut mettre dans une suite définissant
une réduction minimale de cet idéal comme des éléments v’-superficiels (variante de la
v-superficialité, les notions se confondant pour les idéaux m-primaires). On donne aussi
un certain nombre d’avatars géométriques de la propriété « J est une réduction de I »,
qui seront utiles notamment au chapitre suivant. Enfin, on illustre le comportement des
idéaux non m-primaires par rapport a ces questions de v-superficialité et v'-superficialité,
en fonction de la largeur analytique de ces idéaux.

En joignant les points de vue des § 2.2 et 2.3, on obtient naturellement le théoréme de
Rees (théoréme 2.3.23) et aussi sa généralisation par E. Béger (théoréme 2.3.36). !

Au § 2.4, on compléte les caractérisations géométriques de la cloture intégrale d’un
idéal I données au § 2.3 par des caractérisations sur 1'éclatement normalisé de I, bien
connues depuis le séminaire de Monique Lejeune-Jalabert et Bernard Teissier (|LJ-Tel).

2.1 Définition et exemples

2.1.1 Définition avec la transformée faible

On conserve dans ce chapitre les notations du chapitre 1 : ainsi (R,m) désigne un anneau
local noethérien d’idéal maximal m, I un idéal de R, e; : S; — Spec R est ’éclatement de

1. Comme souligné dans I'introduction de la thése (p. 14), un article récent de H. Flenner et M. Manaresi
([F1-Ma]) donne une nouvelle généralisation du théoréme de Boger, en termes de j-multiplicités.
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I dans R, et en notant G(I,R) I'anneau gradué¢ @ I"/I"*! le schéma:
neN

&1 = Proj(G(I,R)), (2.1)

est le diviseur exceptionnel de cet éclatement.

On rappelle aussi qu'on a introduit au § 1.1.1 la notion de transformée faible (f)#
d'un élément f € I¥ — I**t! comme la différence (de sous-schémas localement principaux,
c’est-a-dire définie localement par le quotient des équations locales, cf. notation 1.1.5 1)) :

(N =) —sér, (2.2)

ou (f)* désigne la transformée totale de (f) sur Sy.
A la proposition 1.4.5, on a donné la caractérisation géométrique suivante des éléments
superficiels d'un idéal: [’élément f € I est superficiel, si et seulement si, lintersection

(f)” N Ass(Ep) est vide.

La notation Ass(&r) désigne ’ensemble des points associés au schéma & (cf. déf. 1.4.3)
qui est formé des points génériques des composantes irréductibles de & et de ceux des
(éventuelles) composantes immergées de ;.

Si 'on affaiblit la condition de la proposition 1.4.5, en « oubliant » les composantes
immergées et les composantes irréductibles de dimension non-maximale, on obtient la dé-
finition suivante:

Définition 2.1.1. Soit (R,m) un anneau local noethérien de dimension d. Soit I un idéal
de R et St l'éclatement de I dans Spec R. On note encore &; le diviseur exceptionnel de
cet éclatement (cf. (2.1)).

Un élément f € I sera dit v-superficiel si sa transformée faible (f)# sur 1'éclatement
St (cf. (2.2) ci-dessus) ne contient aucune composante irréductible de dimension d — 1 du
diviseur exceptionnel &;.
Remarque 2.1.2. La terminologie d’élément v-superficiel avait été choisie (dans [B-L|) a
cause de la caractérisation valuative de ces éléments que I’'on donnera a la proposition 2.4.13
infra. Je me suis ensuite apergu que cette notion était aussi abordée (pour les idéaux m-
primaires) dans le livre [FOV]| sous le nom de G-paramétre: voir la remarque 2.1.6 infra.

Remarque 2.1.3. Si (R,m) est un anneau local universellement caténaire, d’aprés le corol-
laire 1.1.21, &5 est de dimension d — 1, et si R est équidimensionnel toutes les composantes
de &1 sont de dimension d — 1.

Suivant la proposition 1.1.22; pour tout anneau local noethérien (R,m) de dimension d,
on sait que si I est m-primaire, alors £ est encore de dimension d — 1, et donc dans ce cas
aussi la condition de la définition précédente n’est pas vide.

Contrairement aux éléments superficiels, les éléments v-superficiels ne vérifient pas la
propriété « transformée stricte égale transformée faible » sur Iéclatement Sy (cf. § 1.4.2),
mais si I'on suppose que &; est équidimensionnel, on a la propriété correspondante pour
les supports:

Proposition 2.1.4. Soit I un idéal d’un anneau local (R,m) tel que l’anneau G(I,R) (ou,
ce qui revient au méme Er) soit équidimensionnel. Soit f € I un élément v-superficiel de
I (cf. déf. 2.1.1).

i) Alors les supports de sa transformée faible (f)# sur St et de sa transformée stricte (f)’
coincident.

i) Dans 1), il suffit de vérifier [’égalité de ces supports sur Er, ce qui équivaut algébrique-
ment & dire que les supports des deux anneauz gradués G(I,R)/f.G(I,R) et G(I/f,R/f)

coincident.
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Preuve: Comme &; est équidimensionnel, I’hypothése que f est v-superficiel donne que
(f )# ne contient aucune composante irréductible de €7, de sorte que le support de (f )# est
I’adhérence pour la topologie de Zariski de celui de (f)# \ & (oi la notation \ désigne la
différence de schémas cf. notation 1.1.5ii)), ce qui coincide avec le support de la transformée
stricte (cf. § 1.1.5).

Le ii) n’est qu’une reformulation en terme d’équations: cf. le § 1.1.5 pour I’équation de
la transformée stricte et le § 1.1.3 pour celle de la transformée faible et de leurs pull-backs
sur &7 (voir aussi le § 2.1.2 ci-dessous). O

2.1.2 Caractérisation dans G(I,R)

Si ’on considére l'inclusion j : &1 — Sy, la condition de la déf. 2.1.1 équivaut a ce que le
pull-back j*((f)#) de la transformée faible sur &; ait un support de dimension strictement
inférieure & d — 1.

Ce pull-back a été défini au § 1.1.3, ott on a vu aussi (cf. 'équation (1.6)) que ce pull-
back était défini par 'idéal homogéne fG(I,R) de G(I,R), ot f € I*/I°T! désigne la forme
initiale de f dans G(I,R). On a ainsi obtenu la caractérisation algébrique suivante qui sera
utile par la suite:

Proposition 2.1.5. Soit (R,m) un anneau local noethérien, et I un idéal de R. Un élément
f € I° — IStY est v-superficiel si, et seulement si, sa forme initiale f € I°/I°F! vérifie :

dimG(I,R)/f.G(I,R) < dim G(I,R). (2.3)

Remarque 2.1.6. La proposition précédente identifie notre notion d’élément v-superficiel
avec la notion de G-paramétre définie, pour les idéaux m-primaires, dans [FOV] (1.2.10)
précisément par la condition (2.3).

2.1.3 Un exemple d’élément v-superficiel non superficiel

Avant d’introduire I’exemple en question, on fait une remarque sur le passage du point
de vue « intrinséque » considéré jusqu’ici (notamment pour la présentation de I’éclatement)
au point de vue « plongé » (i.e. le cas ou S = Spec R est plongé dans un espace affine sur
un corps) qui est souvent celui des exemples :

Remarque 2.1.7. Si on se donne un anneau local de la forme

R=C[Xy,....Xnl(x,,..x0)/ (155 ]15)

alors S = Spec R est plongé dans C", et, si m désigne I'idéal maximal de R, le cone tangent
Cs,o = Spec G(m,R) est également plongé dans C". Ce plongement de Cg o correspond
exactement au plongement affine au-dessus du plongement projectif de &,, = Proj G(m,R)
dans Pfcfl défini au § 1.1.2.

Dans ce cas, un élément f € m — m?, défini comme I’équation d’une section hyper-
plane H NS par une hyperplan de C" sera un élément v-superficiel de m si, et seulement
si, 'hyperplan H de l'espace C" ambiant ne contient aucune composante irréductible de
dimension d — 1 du cone tangent Spec G(m,R).

La surface suivante est étudiée dans [HIO| (14.11) : soit A 'anneau des séries formelles

C[[X,Y,ZW]] et R=A/J avec
J=Y*W3-22YZ - XW3 XZ-Y3 Y- X>W?3).
Alors R est 'anneau local d'une « surface formelle » de paramétrage :

(tu) — (X =tV = tu®, Z = tu® W = u).
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Dans [HIO| on montre que R est Cohen Macaulay, et le paramétrage montre immédia-
tement que S est a singularité isolée en O. La surface S est donc normale (critére de Serre
cf. [RES| proposition 4.6).

Les calculs suivants ont été obtenus a 'aide du programme SINGULAR (cf. [GPS]). On
renvoie & I'appendice C pour le détails des techniques et des codes utilisés.

En notant m l'idéal maximal de R = A/J, on calcule 'anneau gradué:

G(m,R) = k[ XY, ZW]/(ZY* N (Z2Y ZY* X), (2.4)

ot I'idéal (Z,Y*) est primaire pour l'idéal (Z,Y) et I'idéal (Z2,Y Z,Y*,X) est primaire pour
l'idéal (X,Y,Z).

Ainsi, le cone tangent C's o = Spec G(m,R) a une seule composante irréductible, qui est
le 2-plan défini par (Y,Z), mais il présente en plus une composante immergée de dimension 1
de support le lieu de l'idéal (X,Y,Z).

Conclusion 1: On a ainsi un exemple de surface normale dont le cone tangent n’est pas
Cohen Macaulay. (Pour une illustration de I'importance du caractére Cohen-Macaulay du
cone tangent, cf. [RES| § 5).

On considére maintenant le schéma &,, = ProjG(m,R), plongé dans ’espace projec-
tif P%. Dans la carte affine W # 0 de P (isomorphe & Spec C[X,Y,Z]), I'idéal définissant
& est alors I'idéal :

ZYYHn(Z22yzZYy*X)

de C[X)Y,Z].

Ainsi &, posséde:

— une seule composante irréductible C : 'axe des X qui est le support de (Y,Z2),

— une composante immergée au point O; = [0:0:0: 1] € IP)% qui est le support de

(XY, Z).

Si donc on considére un élément f = a X +bY +cZ € m—m* avec a,b,c € C, 'hyperplan
correspondant HJQ caX +bY +¢cZ =0de IP’% passe par le point immergé O € Ass(&Ey,)
(cf. la définition 1.4.3), donc f n’est pas superficiel pour m.

2

Si a est non nul, HJQ ne contient pas I'unique composante irréductible C; de &,,, et donc
f est v-superficiel pour m.

Conclusion 2: Tous les f = aX 4+ bY +c¢Z € m —m? avec a non nul, sont v-superficiels
pour m, mais ne sont jamais superficiels pour m.

Par contre, le lecteur constatera avec le méme raisonnement que les éléments f =
aX +bY 4+ c¢Z + dW avec d # 0 sont des éléments superficiels de I'idéal maximal m.

2.2 Théorie géométrique de la multiplicité

2.2.1 Multiplicités de modules

Par commodité (manipulation de suites exactes), on envisage ici I'étude de la multipli-
cité dans le cadre des modules de type fini sur un anneau local (R,m), cadre plus général
que celui introduit au § 1.2 (annoncé a la remarque 1.2.12).

Si I est un idéal m-primaire d’un anneau local (R,m) et M est un R-module de type
fini, alors on définit le module:

G(I,M):= @ I"M/I""' M. (2.5)
neN
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On rappelle que si M est un module sur un anneau noethérien R, on appelle dimension
de M, et on note dim M, la dimension de Krull:

dim M := dim R/ Ann(M), (2.6)
de I'anneau quotient de R par I'idéal annulateur de M:
Ann(M) = {r € R,r.M = 0}.

Noter que c’est aussi la dimension (au sens de la dimension combinatoire des espaces
topologiques) du support de M :

Supp(M) = {p € Spec R,M,, # 0} = Spec R/ Ann(M),

(cf. e.g. [Ei] 2.7, pour ces notions).
Si I est un idéal de R tel que:

dim M/IM =0, (2.7)
on définit encore (comparer au § 1.2.1) la fonction de Hilbert du module M par:
Fpy(n) = 1lg(I" M/ I M). (2.8)

Si I est un idéal m-primaire d'un anneau local (R,m) et M est un R-module de type
fini, alors la condition (2.7) est toujours réalisée.

Le théoréme 1.2.1 se généralise immeédiatement au cas de la fonction du (2.8):
Théoréme 2.2.1. Si I est un idéal m-primaire d’un anneau local noethérien (R,m) et M
est un R-module de type fini, la fonction de Hilbert F}{R définie au (2.8) coincide pour
n assez grand avec un polyndme, noté PEM de degré d — 1 = dim M — 1. Le coefficient
directeur de PP, est de la forme e(I,M)/(d — 1)!, ot e(I,M) est un entier naturel appelé
multiplicité de T dans M

De maniére plus générale, on introduit la notation pratique suivante pour tout entier k:

e(I,M) sik=dimM,

ex(I,M) = { 0 (2.9)

sinon.

2.2.2 Un théoréme de Flenner-Vogel

Un théoréme da a H. Flenner et W. Vogel (dans [F1-Vo|, et repris dans [FOV] (1.2.6))
va servir de base & I’étude des multiplicités exposée ici.

Si M est un R-module de type fini, on définit (ici) le cycle z(M) associé a M sur Spec R
comme la somme formelle:

A= Y 104, (2.10)

pEMin(M)

ot Min(M) C Ass(M) désigne I'ensemble des idéaux premiers minimaux associés a M et
la somme est dans le groupe libre engendré par les éléments de Spec R.
Le théoréme de Flenner-Vogel annoncé est le suivant (cf. loc. cit. pour la preuve) :

Théoréme 2.2.2. Soit R un anneau noethérien, et

0— My — My — My — 0,
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une suite exacte de R-modules de type fini. Avec la notation de (2.5), on en déduit un
complexe :

G(I,Mo) - G(I,Ml) - G(I,Mg),
dans lequel la derniére fleche est surjective, et pour lequel on a les propriétés suivantes :

i) Les cycles associés (au sens du (2.10) ci-dessus) sur Spec G(I,R) auz noyaux :
ker(G(I,My) — G(I,My)) et ker(G(My)/G(My) — G(Ma)) sont égaux.

ii) Si (R,m) est local et dim M;/IM; = 0 (notamment si I est m-primaire), et si on
note § la dimension commune au support des noyauz considérés au i), alors:

0 0 0
Q= Pran, — Proey — Pro,s
est un polyndme & valeurs positives sur N, de degré § — 1.

En ce qui nous concerne, on utilisera surtout ce théoréme pour ’étude des multiplicités,
via le thm. 2.2.7 infra.

On en donne cependant ici une premiére application immeédiate, annoncée a la re-
marque 1.3.10, qui est une nouvelle démonstration de I’équivalence i) <> iii) du lemme 1.3.9:
Corollaire 2.2.3. Soit I un idéal d’un anneau local noethérien (R,m), et f un élément
d’ordre s de I. Les énoncés suivants sont équivalents :

a) la forme initiale f € I°/I°%1 est non diviseur de zéro dans G(I,R),
b) f est non diviseur de zéro dans R, et :

G(I/f.R/f) ~G(I,R)/fG(LR).

Preyve:

a) = b): le fait que f est non diviseur de zéro dans R est toujours direct (par construc-
tion du produit dans G(I,R) a partir du produit de R, et le fait que tout élément de R a
un ordre fini pour I car R est local, lemme d’intersection de Krull).

On peut alors considérer la suite exacte de multiplication par f dans R:

0—R—R— R/(f),

et appliquer le théoréme 2.2.2 ci-dessus: les noyaux des applications
GULR) = GULR) et GULR)/FGLR) L G(1/(£).R/(f)), (2.11)

ont le méme support, ot my est la multiplication par f et p est la surjection canonique
définie au (1.34), p. 38.

Puisqu’on sait que f est non diviseur de zéro, la condition a) équivaut a U'injectivité de
la premiére application dans (2.11), et la condition b) a celle de la seconde.

Ainsi I’équivalence de ces conditions a) et b) est un cas particulier de (2.11). 0

2.2.3 Applications a la multiplicité e(I/f,R/f)

Le théoréme 2.2.2 (un résultat beaucoup plus faible suffit, cf. e.g. |Ei] lemme 12.3)
implique en particulier le lemme classique suivant :
Lemme 2.2.4. Soient (R,m) un anneau local noethérien de dimension d, et une suite
exacte :
0— My — My — My — 0,
de R-modules de type fini. Soit I un idéal de R tel que dim My /IM; = 0. Alors avec la
notation de (2.9):

ed(I,Ml) = ed(I,M()) + ed(I,Mg). (212)
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Cas des éléments non sécants

Le lemme suivant, qui résulte du lemme 2.2.4 précédent, caractérise les éléments non-
sécants pour lesquels e(I,R/f) = e(I,R).

Lemme 2.2.5. Soit (R,m) un anneau local noethérien de dimension d, et I un idéal m-
primaire de R. Soit f € I un élément non sécant de R, c’est-a-dire (cf. déf. 1.3.1) tel que
dimR/f =dim R =d. On a l’égalité :

ed(I’R) = Cd(I,R/f),
si, et seulement si, f vérifie
dim Supp(R.f) < dim R, (2.13)

ot Supp(R.f) désigne le support du R-module R.f, (égal & Spec R/ Ann(f)).
Supposons en outre R équidimensionnel : un tel élément f est nécessairement nilpotent,

et il existe un idéal premier immergé associé a R contenant Ann(f).

Nous donnons la preuve, facile, faute de références:
Preuve: L’équation (2.12) appliquée a la suite exacte :
0 — R/Ann(f) — R — R/(f) — 0,
de multiplication par f, donne:
ea(I,R) = ea(I,R/(f)) + ea(I,R/ Ann(f)),

d’ou la caractérisation annoncée.
La condition dim Supp(R.f) = dim R/ Ann(f) < d équivaut a:

Vp € Min(R), Ann(f) ¢ p, (2.14)

ot Min(R) est 'ensemble des idéaux premiers minimaux de R (qui vérifient tous dim R/p =
d par I’hypothése R équidimensionnel).

De l'égalité f. Ann(f) = 0, qui donne f Ann(f) C p pour tout p € Min(R) on déduit
de (2.14) que f € p pour tout p € Min(R) i.e. que f est nilpotent.

Par ailleurs, il existe toujours un idéal Ann(g), annulateur d’un élément g € R, conte-
nant Ann(f), et maximal pour cette propriété. D’aprés e.g. [Ei] 3.4, un tel annulateur
mazximal Ann(g) est un idéal premier associ¢ a R: d’ou lexistence d’un idéal premier
associé (non minimum, i.e. immergé) contenant Ann(f). O

On en déduit un processus pour construire un anneau sans composantes immergées,
avec la méme multiplicité :

Corollaire 2.2.6. Soit (R,m) un anneau local noethérien équidimensionnel de dimension
d, et N lidéal de R engendré par l’ensemble des f € R tels que dim R/ Ann(f) < d. Alors
Uanneau Ry = R/N est sans composantes immergées, et pour tout idéal m-primaire I de
R, on a l’égalité des multiplicités :

e(I,R) = e(I,Ry). (2.15)
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Preuve: On écrit N = (f1,...,f1), ot les f; vérifient la condition (2.13) : dim Supp(f;R) < d,
du lemme précédent.

Il suffit alors de noter que pour deux sous-R-modules d'un module M (ici M = R)
on a:

Supp(Ny + Na) = Supp(N1) U Supp(Na), (2.16)

de sorte que dim Supp(/N) = max dim Supp(f; R) < d.
On en déduit 'égalité (2.15) des multiplicités e(I,R) et e(I,R/N), en appliquant (2.12)
a la suite exacte de R-modules:

0—-N-—-R—R/N —0.

(cf. la preuve du lemme 2.2.5 précédent).

Enfin, Ry = R/N est sans composante immergée. En effet, on a rappelé (preuve du
lemme précédent) que lexistence d’un idéal premier immergé associé a R; équivaut a
I'existence d’'un g; € Ry non nul, tel que dim Supp(g1R1) < dim Ry = d.

Or si g est un représentant de ¢g; dans R, on a g1R1 = (9.R + N)/N, de sorte que
Supp(g1R1) = Supp(g.R+ N), ce qui donne la condition : dim Supp(g.R+ N) < d. D’aprés
(2.16), on en déduit dim Supp(g.R) < d, c’est-a-dire que g € N par définition de N, donc
g1 = 0 dans Ry, et la conclusion. O

Eléments sécants: caractérisation des éléments e-transverses

En fait, on n’utilisera vraiment le théoréme 2.2.2 dans toute sa précision qu’a travers
le corollaire suivant (cf. [FOV] (1.2.11)):

Théoréme 2.2.7. Soit I un idéal m-primaire d’un anneau local noethérien (R,m) de
dimension d et f € I — I**1 un élément d’ordre s de I. Si f est un élément sécant de R,
i.e. sidim R/(f) =d — 1, alors on a toujours 'inégalité :

eai-1(I,R/f) > sea(I,R) + eq—1(1, Ann f), (2.17)

ot la notation ey, a été définie au (2.9). L’inégalité (2.17) est une égalité si, et seulement
si, f est un élément v-superficiel de I (cf. § 2.1).

(On rappelle qu’on a établi a la proposition 2.1.5 ’équivalence entre notre notion d’élé-
ment v-superficiel et la notion de G-parameétre utilisée par [FOV]).

On en déduit immédiatement :

Corollaire 2.2.8. Avec les hypothéses du théoreme 2.2.7, l’élément f de I est e-transverse
(cf. déf. 1.3.1) si, et seulement si, il est v-superficiel et le support de Ann(f) est de dimen-
ston inférieure a d — 2.

Remarque 2.2.9. Si f est superficiel, d’aprés le § 1.3.7, il est P°-transverse, ce qui implique
qu’il est e-transverse dés que le degré de Pﬁ r €gale au moins 1, i.e. que la dimension d de
R est au moins 2.

Si dim R = 1, les éléments superficiels sont e-transverses si, et seulement si, ils sont
non diviseurs de zéro. (En effet, la e-transversalité équivaut alors & la P!-transversalité,
puisque P}’ r est de degré un, et la condition de Pl-transversalité porte sur les polynomes
Pll/va/f et API{R, de degrés zéro, i.e. constants, égaux respectivement a e(I/f,R/f) et
e(l,R).)
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Exemple d’élément v-superficiel e-transverse

On reprend ici 'exemple du § 2.1.3. On a obtenu (cf. Appendice C) les résultats suivants
en terme de multiplicité:

Exemple 2.2.10. Pour 'anneau R défini au § 2.1.3, d’idéal maximal m, la multiplicité de
la surface S en O est e(m,R) = 4.

Les éléments x,y,z classes de X,Y,Z dans R, définissent des courbes C,,Cy,C, de mul-
tiplicités respectives :

i) e(Cy,0) =e(m/x,R/x) =4 ie. x est e-transverse.

ii) Les éléments y et z ne sont pas v-superficiels et on a: e(C,,0) =5 et e(C;,0) = 11.

Exemple d’élément v-superficiel non e-transverse

On va considérer ici un anneau local (Ri,mq), dont I'idéal maximal m; est un idéal
associé, c’est-a-dire encore que le point fermé O; de Spec Ry est un point associé. Algébri-
quement, cela équivaut aussi & ce que tous les éléments de mq soient des diviseurs de zéro
dans R; (cf. e.g. |Ei| 3.1.b).

On va voir que sur cet exemple les éléments v-superficiels ne sont pas e-transverses
(comme prédit par le théoréme 2.2.7).

Comme anneau 21 on considére 'anneau local au sommet du cone Cg o considéré dans
I’exemple précédent. C’est-a-dire que

Ry = (k[X.Y.ZW]/(ZY"N(Z* Y ZY* X)) (XY.ZW)"
et S1 = Spec R;.

Alors comme la condition de v-superficialité pour I'idéal maximal m; est une condition
relative au cone tangent, la discussion de ’exemple précédent montre que la classe x de X
dans R; est un élément v-superficiel (non superficiel) de m;.

Cependant, si on note I', = Spec R1/(x), le calcul de la multiplicité de 'y en O (cf.
Appendice C) donne le résultat suivant :

Exemple 2.2.11. La multiplicité e(I';,0) = e(mi/z,Ri/x) = 5 est strictement plus
grande que e(m,R;) = 4. Donc 1’élément v-superficiel x de m n’est pas e-transverse, ce
qui illustre le théoréme 2.2.7.

2.3 Eléments v-superficiels et réductions

Avertissement. Contrairement au § 2.2 précédent, les idéaux considérés ici ne sont pas
nécessairement m-primaires.

2.3.1 Reéduction et cloture intégrale

Rappelons d’abord la définition de la cloture intégrale d’'un idéal (cf. [S-Z] Appendice 4
et [LJ-Te]):
Définition 2.3.1. Soit R un anneau et I un idéal de R. Un élément x € R est entier sur
1, §’il vérifie une équation

1

" +ax" 4+ +a, =0,

otules a; € I"pouri=1,...n.



66 CHAPITRE 2. ELEMENTS V-SUPERFICIELS

La proposition suivante (cf. e.g. [HIO| (4.6)) permet de se ramener & la notion standard
de cloture intégrale d’anneaux (cf. [S-Z| V § 1):
Proposition 2.3.2. On adjoint une indéterminée t & l'anneau R, c’est-a-dire qu’on consi-
deére l’anneau des polynémes R[t].

Un élément x d’un anneau R est entier sur ’idéal I si, et seulement si, I’élément xt de
R[t] est entier sur l'anneau B(I,R) = R[It] défini au § 1.1.1.
En particulier, on en déduit que I'ensemble I des éléments de R entiers sur I est un idéal,
appelé cloture intégrale de 1'idéal I dans R.

La notion suivante a été introduite par Northcott et Rees dans [N-R| (Définition 1):

Définition 2.3.3. Soient I,J deux idéaux d’un anneau R. On dit que J est une réduction
de I si J C I et sion alégalité
m=Jjrt

pour un entier n (et donc aussi pour tous les entiers plus grands).

Le lien entre avec la notion de cléture intégrale est donné par la proposition suivante
(cf. IN-R| ou [HIO| (4.11) et (4.13)):
Proposition 2.3.4. i) Pour un idéal I d’un anneau R et un élément x € R : x est entier
sur l'idéal I si, et seulement si, I est une réduction de I + (x).
ii) Si R est un anneau noethérien, et J C I sont deuzx idéaux de R, alors on a l’égalité
I = J des clotures intégrales si, et seulement si, J est une réduction de I.

Si pour un anneau R, on note Nil(R) I'idéal des éléments nilpotents de R, et Rieq =
R/Nil(R) l'anneau réduit associé, I’étude de la cloture intégrale des idéaux se fait aussi
bien sur R,.q comme le montre le lemme élémentaire suivant :

Lemme 2.3.5. Soient I et J deux idéaux d’un anneau R avec J C I. Soit Ryeq = R/ Nil(R)
Uanneau réduit associé a R.
Alors I est entier sur J si, et seulement si, I Req est entier sur JRpeq.

Preuve: Sens <=: si IRyeq est entier sur JRyeq, et © € I alors il existe a; € J* pour
1=1,...,n, tels que:
z=a"4+az" 4+ +ay,

est nilpotent. Alors en considérant z™ = 0, on obtient une équation de dépendance intégrale
de z sur I. La réciproque est évidente (réduire modulo Nil(R) 'équation de dépendance
intégrale). O

2.3.2 Conditions équivalentes pour avoir une réduction
Trois conditions équivalentes

La proposition 2.3.6 suivante donne deux conditions algébriques équivalentes & la condi-
tion: J est une réduction de I (cf. déf. 2.3.3). Compte-tenu du langage géométrique des
éclatements et des hyperplans associés aux éléments de I (cf. §1.1.1), les conditions (DZ)? et
(IF) 3 de cette proposition ont chacune une interprétation géométrique naturelle sur I'écla-
tement de 'idéal I. L’interprétation géométrique de la condition (DZ) (condition (DZ)’)
est donnée au corollaire 2.3.7 ci-dessous. Celle de la condition (IF) (condition (IF)’) fait
I’objet de la proposition 2.3.8.

Proposition 2.3.6. Soit (R,m) un anneau local et I un idéal de R.

2. pour Dimension Zéro,
3. pour Inclusion Finie.
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Etant donnés des éléments fi,...,f; de I, en notant flo, ... ,fto leurs classes dans I/ml
les trois conditions suivantes sont équivalentes :

(R) Ldéal J = (f1,...,ft) est une réduction de I (cf. déf. 2.3.3),
(DZ) la dimension de Krull de l’anneau GO(I,R)/(fY,...,fY) est nulle, ou I’on note :

GYI,R)=G(ILR)@p k=R/m@I/mI® - o I"/mI" & ---

Uanneau gradué définissant la fibre schématique £ = e;'(m) de Uéclatement ey (cf.
§1.1.4).

(IF) Vinclusion d’anneaur B(J,R) C B(I,R) fait de B(I,R) un B(J,R)-module de type
fini; ow l'on note B(I,R) = R[It], l'anneau de l’éclatement de I (cf. § 1.1.1), resp.
B(J.R) = R[J1]

La démonstration algébrique de ce résultat (cf. e.g [HIO| (10.14)) n’est pas difficile (les
implications les moins faciles sont données par le lemme de Nakayama), mais n’est pas
forcément trés parlante. On peut cependant déja comprendre que la condition (DZ) est
une condition « au dessus du point fermé O de Spec R » alors que la condition (IF) est une
condition « globale ». L’idée est alors que le lemme de Nakayama dans I’anneau local (R,m)
permet de montrer que la condition au-dessus de O suffit (et en effet cf. prop. 2.3.12).

Via les traductions géométriques (DZ)’ et (IF)’ annoncées ci-dessus, on va non seule-
ment donner une démonstration plus imagée de ’équivalence des trois conditions de la
proposition 2.3.6 (aux propositions 2.3.8 et 2.3.12) mais en outre les formulations de (DZ)’
et (IF)’ s’avéreront particuliérement riches en applications. Pour (DZ)’, elles feront 'objet
des § 2.3.3 4 2.3.6. Le point de vue de (IF)’ sera utilisé au chapitre 3.

Géomeétrie de la condition (DZ)

On rappelle que si on note ey : Sy — Spec R I'éclatement de 'idéal I dans Spec R, et si on
choisit des générateurs (hg,...,h,) de I'idéal I, on définit (cf. § 1.1.2) un plongement de
S; dans D'espace projectif Pl,. Si on note €Y = (e;)~(O) la fibre de e; au-dessus du point
fermé O de Spec R, cela induit un plongement de cette fibre 5? = Proj G°(I,R) dans Py

(o k est le corps résiduel R/m).

D’autre part, a tout élément f € I s’écrivant f = Z a;h; on peut associer un « hyper-
i=0
plan » H? de P}, défini par:

T

HY: ) a)X; =0, (2.18)
i=0
oil les a) sont les classes des a; dans R/m. (En fait HJQ est un hyperplan si, et seulement
si, f € mlI; sinon tous les ag sont nuls, et dans ce cas I’« hyperplan » H}) égale [P}, entier).
La condition (DZ) s’exprime alors géométriquement sous la forme suivante (dans IP},) :
Corollaire 2.3.7. Avec les notations ci-dessus, la condition (DZ) de la proposition 2.3.6
est équivalente a la condition (DZ)’ suivante :

(DZ)’ lintersection H?l n... H?t ﬂé’? des hyperplans projectifs H% sur la fibre 5? au-dessus

du point fermé O de Spec R est vide.

Géométrie de la condition (IF) et équivalence avec les deux conditions (R) et
(DZ)

On s’intéresse maintenant a la description géométrique de la condition (IF) formulée a
la proposition 2.3.6.
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a) Morphisme associé a l’inclusion B(J,R) C B(I,R):

On va d’abord montrer, via le formalisme des Proj (cf. 'appendice A), que les deux
conditions (R) et (IF) de la proposition 2.3.8 sont toutes deux équivalentes a la condition
(IF)’ suivante sur le morphisme naturel de Sy dans S} :

Proposition 2.3.8. Soient (R,m) un anneau local noethérien et J C I deux idéaux de R,

les trois conditions suivantes sont équivalentes :

(R) J est une réduction de I,

(IF) linclusion B(J,R) C B(I,R) fait de B(I,R) un B(J,R) module fini,

(IF)’ le morphisme associé (au sens rappelé a la déf. A.4.1) a Uinclusion des anneauz
gradués B(J,R) C B(I,R) définit un morphisme fini ¢ défini sur Sy entier, ¢ : Sp —
Sy. Mieuz, chacune des conditions, ¢ est fini, et ¢ est défini sur Sy entier, implique
Uautre.

Remarque 2.3.9. i) On insiste sur 'importance de la condition que ¢ soit défini sur Sy
entier. L’intérét de 'existence d’un tel morphisme apparaitra clairement au chapitre 3 (cf.
e.g. prop. 3.2.3). Dans ce qui suit on donne la vérification directe de la proposition 2.3.8
par le formalisme des Proj (cf. aussi 'appendice A).

ii) Il sera aussi utile (cf. la prop. 2.3.12 et surtout cf. chap. 3, preuve de la proposi-
tion 3.2.6) d’avoir une description géométrique de ce morphisme liée aux plongements de
St et Sy dans des espaces projectifs. Cette description fait 'objet du b) qui suit.

Parmi les équivalences de la prop. 2.3.8, certaines sont générales dans toutes les algébres
graduées, d’autres sont particuliéres aux algébres de la forme B(I,R) = R[It] et de maniére
plus précise, on va déduire la prop. 2.3.8 de I’énoncé plus général suivant :

Proposition 2.3.10.

i) Pour tout morphisme ¢* : A = @& A, — B := @ B, d’anneaux gradués, le mor-
neN neN
phisme associé ¢ : G(¢) C Proj B — Proj A est fini si, et seulement si, B est un A-module

de type fini.
ii) Si J est un idéal d’un anneau noethérien R, et que A = R[Jt|, pour tout morphisme
¢*: A = R[Jt] - B = @& B, dans un anneau gradué B quelconque, B est un R[Jt]-
neN

module de type fini si, et seulement si, il existe un entier ng tel que :
Vn > no, JBn = Bn+1, (2.19)

iii) Avec les mémes notations qu’au i), si on suppose en outre que les composantes By,
de l'anneau B vérifient la condition :

VkeN, JBy C Bri1, (2.20)

alors la condition (2.19) est équivalente & ce que le morphisme ¢ : G(¢) C ProjB — S
associé a l'inclusion de R[Jt] C B soit défini sur Proj B entier.

Remarque 2.3.11. a) Il est clair que les trois points précédents impliquent toutes les
équivalences de la prop. 2.3.8 (et notamment celle contenue & l'intérieur de la condition
(IF)” en reliant i) a iii)): dans ce cas la condition (R) est bien str (2.19) et la condition
(2.20) est triviale pour By, = I* et J C I.

b) La forme générale de 1'énoncé du ii) permet de l'appliquer aussi bien & ’anneau
B = B(I,R) comme on le fait ici pour la prop. 2.3.8, que par exemple a 'anneau B(J,R)
comme ce sera utile au § 2.4.2.

Preuve: (de la prop. 2.3.10)
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Le i) est standard (se ramener au cas affine par localisation). Le ii) 'est moins sous
cette forme, mais laissé néanmoins au lecteur: se référer sinon a la preuve du lemme 1.13
de [LJ-Te| qui, énoncé pour un B = @NBn particulier, s’applique aussi bien au cas donné
ici. "

On va montrer 1’équivalence iii) : a la définition A.4.1, on rappelle comment & un mor-
phisme (de degré zéro) d’anneaux gradués:

¢a : @ ATL - @ an
neN neN

on fait correspondre un morphisme ¢ défini sur un ouvert G(¢) de Proj B:
¢ : G(¢) C Proj B — Proj A.

Au lemme A.4.2, on a explicité la condition pour laquelle 'ouvert G(¢) égale Proj B
entier, qui est la (TN)-égalité (cf. loc. cit. pour cette terminologie) :

Vn > ng, [(Ay).Bln = By, (2.21)

oAy = ne>BlAn est 'idéal « irrelevant » de A, (A4 ).B est I'idéal de B engendré par I'image

»*(Ay), et_[ . ]n désigne la composante de degré n.
Comme

[(A-F)-B]n = Z Ak‘Bh
k+l=n,k>1

la condition G(¢) = Proj B équivaut finalement a:

Vn>no, Y = ABi =B, (2.22)
k+l=n, k>1

Ici, on considére I'inclusion :

¢*:B(J,R)= & J"t" - B= & B,,.
neN neN

La condition (2.22) se traduit alors par:

Vn>ng, Y. J'B; =B, (2.23)
k+l=n, k>1

Mais, grace a ’hypothése (2.20), la condition (2.23) est équivalente & la condition :
Vn > ng, JBp—1 = By,

c’est-a-dire & la condition (2.19), d’ou le iii). 0

b) Description « plongée » du morphisme ¢

On veut décrire le morphisme ¢ : St — S; obtenu pour J réduction de I, en considérant
St et Sy comme des sous-espaces de 'espace projectif (cf. le point de vue plongé du § 1.1.2).

Précisément, on fixe des générateurs (ho,...,h,) de I et (f1,...,f;) de J, les seconds
s’écrivant comme des combinaisons linéaires & coefficients dans R des premiers:

fi= Zai,jhj- (2.24)
=0
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Au § 1.1.2, on a vu que le choix des h; définissait une surjection :
pr : R[Xo,... X,] — B(LR),
qui détermine un plongement fermé:
ir : Sp — Ph,
et de méme les f; définissent une surjection :
pj: RY1,....Ys] = B(J,R),

et un plongement fermé associé :
ij: Sy — Pl

Si on considére le morphisme de R-algébres défini par:
o : R[Y1,...,Ys] — R[Xo,...,.X,],

T
Y — Zai,ij, (ot les a; j sont ceux de (2.24))
=0

on peut considérer le morphisme associé (au sens de la déf. A.4.1) sur les espaces projectifs :
PR\ (HyNHpN---NHy) — Pt (2.25)

ot les Hy, sont les hyperplans Z;ZO a;,jX; associés a 'écriture (2.24) des f;.
Par commutativité du diagramme:

R[Y:,...Y, ] -2 R[Xo,... . X,]

lpJ | lpf

B(J,R) ! B(I,R)

et la définition de ¢ comme morphisme associé¢ a U'inclusion j de B(J,R) dans B(I,R) on
obtient immédiatement que: ¢ est la restriction a Sy de la projection ® définie par (2.25).
En se plagant au-dessus du point fermé O, on déduit de ¢ une application :

0 Pp\ (HY NHY,N---NHYy) — P, (2.26)
s T
(xo:...:@p) — (Z a(l)’j:cj N Zag’jxj).
=0 =0

ou l'intersection des hyperplans H%_ : Z;ZO ag’ j

la condition (DZ)’ du corollaire 2.3.7.

X coincide avec l'intersection considérée a

c) Application de la description plongée de ¢ a (DZ)’< (IF)’

Proposition 2.3.12. Si J = (f1,....f:) C I sont deuzx idéaur d’un anneau local R, le
morphisme ¢ : G(p) C St — Sy associé a linclusion J C I étant la restriction a St de la
projection :

PR\ (Hp, NHpyN---NHy,) — Pt
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définie au (2.25), on voit que la condition (IF)’ : ¢ est définie sur St entier (cf. prop. 2.3.8)
est encore équivalente a la condition :

Hflﬂ---ﬁHfsﬂS[:(Z). (2.27)

Si on suppose maintenant que I et J ont le méme support |V (I)| = |V (J)|, les éclatements
Sy et Sy étant isomorphes au dessus de l'ouvert Spec R\ V(I) la condition (2.28) est
équivalente a la condition « au-dessus de V (I) »:

Hyn---NHyNE =0, (2.28)
La condition (DZ)’ est, elle, définie par la condition :
H} n---NnH} NE =0, (2.29)

sur la fibre au-dessus de O € Spec R de l'intersection considérée dans (2.28).

L’équivalence de (2.28) et (2.29), est donnée par semi-continuité de la dimension des
fibres (cf. B.5.2).

En fait, on a seulement besoin pour passer de (2.29) a (2.28) d’'un avatar « gradué »
du lemme de Nakayama, beaucoup plus facile que le théoréme de dimension des fibres. 4

Mais 'argument sur la dimension des fibres sera utilisé de maniére plus générale aux pa-
ragraphes suivants, de sorte qu’on l’isole dans le lemme suivant qui implique la proposition
précédente :
Lemme 2.3.13. Pour toute famille f1,...,fs d’éléments d’un idéal I d’un anneau local
(R,m), le schéma :

Hf1 ﬂ---ﬂHfsﬂgj,

est un schéma propre au-dessus de Spec R donc en tout point p € Spec R la dimension de
la fibre de p dans Hy N --- N Hy NEr, (cf. déf. 2.3.26 infra) est inférieure a celle de la
fibre du point fermé, et en particulier est vide si la fibre au point fermé est vide.

2.3.3 Application de la condition (DZ): élément v’-superficiel
Notion de largeur analytique

On traduit par largeur analytique la terminologie d’analytic spread dont on rappelle ici
la définition (due & Northcott et Rees dans [N-R], cf. aussi [Li-3] p. 114° et [HIO] (10.10)):
Définition 2.3.14. Soit (R,m) un anneau local de corps résiduel k& = R/m, et soit I
un idéal de R. On note encore 6’? la fibre au-dessus du point fermé O € Spec R dans

I’éclatement de I :
£Y = ProjG°(I,R),

ot GY(I,R) = G(I,R) @ k = @NI”/mI”.
ne
On appelle largeur analytique de I, et on note s(I), Uentier :
s(I) := dim &Y 4 1 = dim G°(I,R),

ott dim désigne la dimension de Krull. 5.

4. En fait, le lemme de Nakayama convenablement amélioré (« souped-up ») donne directement la semi-
continuité de la dimension des fibres d’un module cohérent, comme expliqué par D. Mumford dans [Mum-2]
p. 212-213. Ce lemme de Nakayama la suffit ici.

5. ou la largeur analytique est notée I(I): on n’a pas suivi cette notation, pourtant plus sympathique en
frangais, a cause de la confusion possible avec la longueur.

6. Dans l’esprit du § B.4, noter qu'ici I’égalité dim Proj G°(I,R) = dim Spec G(I,R) — 1 est vraie sans
hypothése de caténarité sur (R,m) car il s’agit de k-schémas, cf. rem. B.4.2
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Avec cette définition, I’équivalence de la notion de réduction avec la condition (DZ)’ du
corollaire 2.3.7 donne immédiatement la caractérisation suivante (due aussi & Northcott et
Rees dans loc. cit.):

Proposition 2.3.15. Soit (R,m) un anneau local noethérien, de corps résiduel k = R/m
infini, et I un idéal de R.

i) La largeur analytique s de I est le plus petit nombre de générateurs d’une réduction
(f1,-.-,fs) de l’idéal I.

i) D’apres le cor. 2.3.7, pour obtenir une famille (fi,...,fs) donnant une réduction
minimale de I, il faut et il suffit de choisir des éléments f; € I — ml dont les hyperplans
associés H?i vérifient la condition (DZ)’:

0 0 0 _
Hyn---nH; N&E =0,

avec s = dim S? + 1. On a déja vu (prop. 2.3.12) que cette condition était équivalente a la
condition globale :
Hfl ﬂ---ﬂHfsﬂgj = 0.

Preuve: 11 est clair que le ii) implique le i), et que I'hypothése & infini permet de construire
dans PP}, une suite d’hyperplans tels que (pour tout i) I’hyperplan H}%H intersecte D; :=
H% n... H%_ N &Y en dimension un de moins (c’est-a-dire ne contient aucune composante
irréductible de Dj). O

Notion d’élément v’-superficiel

La construction d’une suite minimale définissant une réduction d’un idéal I a la pro-
position 2.3.15 ci-dessus met en évidence 'intérét des éléments de I vérifiant la propriété
suivante :

Définition 2.3.16. Soit I un idéal d’un anneau noethérien (R,m). On fixe une famille de
générateurs (hy,...,h,) de I, qui induit un plongement de la fibre £Y dans P? (cf. p. 67).

Un élément f € I sera appelé élément v°-superficiel de I si f € I —ml et si ’hyperplan
Hjoc de P associé & f (cf. (2.18)) ne contient aucune composante irréductible de £9 de
dimension maximale, i.e. si, et seulement si:

dim H} N &) = dim & — 1.

Remarque 2.3.17. La définition précédente admet la formulation intrinséque suivante,
indépendante du choix de générateurs pour I : en notant f0 la classe de f dans I/ml, un
élément f € I est vO-superficiel si, et seulement si les dimensions de Krull:

dim G°(I,R)/(f°) = dim G°(I,R) — 1.

Compte-tenu de la proposition 2.3.15, on peut caractériser les éléments v'-superficiels
de la maniére suivante :
Proposition 2.3.18. Soit (R,m) un anneau local noethérien de corps résiduel infini. Pour
un idéal I de largeur analytique s, un élément f € I est v°-superficiel si, et seulement si,
on peut le compléter en une suite: (f,fa,...,fs) définissant une réduction minimale de I.
Les fi,i > 2 sont alors aussi des éléments vO-superficiels de I.

Une suite (f1,...,fs) définissant une réduction minimale de I sera appelée un bon s-
uplet d’éléments vV-superficiels de I.
Question 2.3.19. La définition des éléments v'-superficiels souléve la question suivante :
quel est le lien entre les conditions

i) f est v-superficiel, i.e. dim(HfNEr) < dim &y (cf. § 2.1.1)
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ii) f est v’-superficiel, i.e. dim(HJQ NEY) < dim&Y?
On étudie cette question dans les paragraphes suivants:

e le § 2.3.4 traite du cas des idéaux m-primaires, oul le constat, direct, que ces deux notions
coincident (cf. cor. 2.3.21) donne néanmoins la base de la preuve du théoréme de Rees (cf.
le scholie p. 74), exposée au § 2.3.5.

e le § 2.3.6 élargit la discussion au cas non m-primaire, ou la réponse a la question précé-
dente est différente suivant la largeur analytique de 1'idéal I (comparer les résultats de la
prop. 2.3.31 et du cor. 2.3.35).

0

2.3.4 Cas des idéaux m-primaires : v°’-superficiel équivaut a v-superficiel

Dans le cas ou 'idéal I est m-primaire, les supports de &; et 6’? coincident, de sorte que
les deux conditions « v-superficiel » et « v’-superficiel » coincident aussi, comme expliqué
dans ce qui suit.

Plus précisément, on rappelle que si I est m-primaire, d’aprés 1’équation (1.8) § 1.1.4
on a l’égalité des schémas réduits:

&1l = €71, (2.30)

ou encore, en terme d’anneaux gradués, on a ’égalité des supports (sur 1’éclatement Sy):
Supp G(I,R) = Supp G°(I,R), (2.31)

ot G(I,LR) = @& I"/I"*! ot G(I,R) = G(I,R) ®r k.
neN

Si on considére un élément f € I, et qu'on le décompose sous la forme: f=>""_  ah;
en fonction de générateurs (ho, ... ,h,) de I, on peut comparer I’« hyperplan » :

,
Hy: ) a;iX; =0,

=0
dans P}, (déja introduit au § 1.1.2), avec I'hyperplan:

;
HY: Z adX; =0,
=0

dans P (ou les af sont les classes des a; dans I/ml) introduit pour le corollaire 2.3.7
ci-dessus. L’hyperplan HJQ est simplement l'intersection de Hy avec le sous-espace [P}, de
P, au-dessus du point fermé de Spec R. On en déduit immédiatement le résultat suivant :

Lemme 2.3.20. Avec les notations ci-dessus, si I est un idéal m-primaire, on a [’égalité
des schémas réduits :
|Hp N &l = [HPNED). (2.32)

En terme d’équations, si on note f € I/1? et fO € I/mlI les classes respectives de l’élément
f €1, Uégalité (2.32) se traduit encore sous la forme :

Supp G(I,R)/(f) = Supp G*(I,R) /(). (2:33)
Preuve: C’est une conséquence directe du fait que HY = Hy NP}, et de D'égalité (2.30). O

Ainsi, la réponse a la question 2.3.19 est-elle directe pour les idéaux m-primaires :

Corollaire 2.3.21. i) Si f est un élément d’un idéal m-primaire I d’un anneau local (R,m)
alors f est v-superficiel (de degré 1) pour I si, et seulement si, f est v°-superficiel pour I.
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ii) La largeur analytique s de l'idéal I étant égale a la dimension d de R, un bon s-uplet
d’éléments v0-superficiels de I sera aussi appelé un bon d-uplet d’éléments v-superficiels
de I.

iii) La condition (f1,...,fq) est un bon d-uplet d’éléments v-superficiels de I s’exprime
en terme d’anneaux de la maniére suivante :

ot les f; et les fY sont les classes respectives des f; dans I/1? et I/ml.

Preuve: La premiére assertion est conséquence directe du lemme 2.3.20; la seconde de
la définition 2.3.14 de la largeur analytique et de (2.30). La premiére égalité du iii) est
analogue a 'égalité (2.31), et I'égalité:

dim G*(LR)/(f),.-..f1) =0,
est exactement la condition (DZ) de la prop. 2.3.6. 0

Scholie.

i) D’aprés 'étude faite au § 2.2, pour un idéal m-primaire I la notion d’élément v-
superficiel est reliée a la notion de multiplicité: les notions d’éléments v-superficiels et
d’éléments e-transverses coincident « presque » (cf. cor 2.2.8).

ii) D’autre part la notion d’élément v%-superficiel est naturellement reli¢e & la notion
de réduction (cf. prop. 2.3.18): les éléments v°-superficiels sont les éléments que I'on peut
compléter en une réduction minimale de I

iii) La constatation du corollaire 2.3.21 ci-dessus suggére alors une démonstration na-
turelle d’'un théoréeme célébre de D. Rees reliant multiplicité et cloture intégrale pour les
idéaux m-primaires (théoréme 2.3.23 ci-dessous). On montre ci-dessous que cette démons-
tration est bien possible, la seule difficulté technique provenant du « presque » dans le i)
ci-dessus.

2.3.5 Application : théoréme de Rees

La notion de réduction définie au § 2.3.1 est particuliérement bien adaptée a 1’étude
des multiplicités, comme le montre la preuve du lemme bien connu suivant :
Lemme 2.3.22. Si I est un idéal m-primaire d’un anneau local noethérien (R,m), et si
J C I est une réduction de I, alors on a l’égalité des multiplicités :

e(I,R) = e(J,R).

Preuve: Si J est une réduction de I, il existe un entier ng tel que pour tout n > ng, on ait
g =1 (%).
Pour tout entier m, on a, & partir de I'inclusion I O J,

mosJmoregm,
et d’aprés (x), [0 Jm = o+l jm=l — ... — rotm=1 j— [notm qoit finalement :
I > Jm o e,
ce qui donne pour les fonctions de Samuel (cf. § 1.2.1),
F g(m) > Fj (m) > Fj g(m +no),

d’on I’égalité des multiplicités (cf. thm-déf. 1.2.6): e(I,R) = e(J,R). O
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Un théoréme céleébre da & D. Rees (dans [Re|) donne la réciproque au lemme précédent
avec une hypothése supplémentaire sur R: R formellement équidimensionnel. On choisit
infra) :

Théoréme 2.3.23. Soit (R,m) un anneau local noethérien, et I un idéal m-primaire de

R.
On suppose que l'anneau G(I,R) est équidimensionnel (2.35)

(ou ce qui revient au méme le schéma & = ProjG(I,R) est équidimensionnel, car I est
m-primaire, cf. rem. B.4.2). Si J C I est un idéal m-primaire vérifiant e(J,R) = e(I,R),
alors J est une réduction de I.
Remarque 2.3.24. D’aprés le corollaire 1.1.21, la condition (2.35) précédente est vérifiée
pour tout idéal m-primaire d’'un anneau local équidimensionnel et universellement caté-
naire.

On peut montrer (cf. [HIO| (18.17)) que pour un anneau local R les deux conditions
suivantes sont équivalentes :

i) R est équidimensionnel et universellement caténaire,

ii) R est formellement équidimensionnel i.e. le complété Rde R pour la topologique
m~adique est équidimensionnel.
La condition ii) est I'hypothése usuelle par laquelle on remplace (2.35) dans le théoréme
de Rees.

Dans la démonstration donnée ici (d’aprés [FOV] (1.2.18)), on évite le recours au com-
plété en considérant plutot des conditions de dimensions d’intersection (v = v’-super-
ficialité), de sorte que i) (ou plus précisément (2.35)) est la formulation naturelle.
Lemme 2.3.25. Sous U'hypothése du thm. 2.3.23, i.e. si I est un idéal m-primaire de R
tel que G(I,R) est équidimensionnel, alors l'anneau R est équidimensionnel.

Preuve: (du lemme) La plus naturelle est via la déformation plate de fibre spéciale G(I,R)
et de fibre générique R (cf. e.g. [Ei] § 6.5). Une preuve dans l'esprit du § 1.1.6 est possible,
laissée en exercice. O

Preuve: (du théoréme de Rees) On peut supposer le corps résiduel K = R/m infini (sinon
on remplace R par R[T],r) qui est un R-module fidélement plat, de corps résiduel k(T)
infini, et I’hypothése et la conclusion se transportent par extension fidélement plate cf.
[HIO] (5.1) et (4.12)).

Soit alors fi,...,fq un bon d-uplet d’éléments v° = v-superficiels de J, qui existe grace
a 'hypothése sur k (cf. prop. 2.3.18). Pour montrer le théoréme, il suffit de montrer que
(f1,-.-,fq) est un bon d-uplet d’éléments v-superficiels de I.
a) On peut supposer que 'anneau R n’a pas d’idéaux premiers associés immergés.

En effet, d’abord pour les multiplicités, on a construit au corollaire 2.2.6, un anneau
R; = R/N, sans composantes immergées, de méme support Spec Ry = Spec R (car N C
Nil(R), le nilradical de R), et vérifiant :

e(I.Rl,Rl) = e(I,R).

D’autre part, pour les clotures intégrales, on a vu au lemme 2.3.5 que J est une réduction
de I si, et seulement si, dans 'anneau réduit Ryeq = R/ Nil(R), J.Ryeq est une réduction
de I.Ryeq.
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b) Désormais on suppose donc que R est sans idéaux immergés et d’aprés ’hypothése (2.35)
et le lemme 2.3.25, R est aussi équidimensionnel: en particulier R est « pur » (unmixed)
i.e. équidimensionnel et sans composantes immergées.

Comme f; est un élément v-superficiel de J, c’est un élément sécant (cf. déf. 1.3.1)
dans 'anneau pur R, donc c¢’est un élément non diviseur de zéro de R.

Ainsi, dans J, f; est v-superficiel non diviseur de zéro, donc e-transverse d’aprés le
corollaire 2.2.8. Le théoréme 2.2.7 donne aussi, dans I, la premiére inégalité suivante :

) > e(l,R) d’aprés (2.17) ou Ann(f;) =0,
(J,R) par I'hypothése du thm. de Rees,
= e(J/(f1),R/(f1)) (f1 est e-transverse dans J),
(

(
e(J/(f1),R/(f1)) = e(/(f1),R/(f1)), carJ CI.

e

~—
~— ~—

Ainsi, la série d’inégalités ci-dessus est une série d’égalités, en particulier on a ’égalité :

e(I/(fl)vR/(fl)) - e(I,R),

qui d’apres le théoréme 2.2.7, implique que f; est un élément v-superficiel (d’ordre 1) de I,
ce que 'on peut traduire, d’aprés la prop. 2.1.4, par I’égalité :

Supp G(I/(f1),R/(f1)) = Supp(G(I,R)/ /.G(I,R)), (2.36)

ot f désigne la classe de f dans I/I2. (L’égalité (2.36) n’est rien que la formulation algé-
brique de I'égalité des supports de Hy, N & avec celul du diviseur exceptionnel &7y, de
I'éclatement de I/(f1) dans R/(f1).)

Cela montre en particulier que G(I/(f1),R/(f1)) est encore équidimensionnel car le
second membre de (2.36) est quotient de G(I,R) équidimensionnel par f; sécant (cf.
lemme B.2.3).

Comme on a montré I'égalité e(1/(f1),R/(f1)) = e((f2,-..,fa),R/(f1)), on peut par
induction supposer qu'on a montré le théoréme pour R/(f1) c’est-a-dire que (fa,...,fq)
est un bon d — l-uplet d’éléments v-superficiels pour I/(f;) dans R/(f1), c’est-a-dire (cf.
prop. 2.3.18):

dim G(I/(f1),R/(f1))/(f2; - .fa) =0,
oit les f; sont les classes de f; dans I/I?. En remplacant dans (2.36) on obtient immédia-

tement que:

dim G(LR)/(fi,....Ja) = O,
c’est-a~dire (cf. cor. 2.3.21 iii)) que (f1,...,fq) définit une réduction de I. 0

2.3.6 Conditions v et v° pour les idéaux non m-primaires

On reprend ici la question 2.3.19 de la page 72 pour un idéal I non m-primaire. Outre
les conditions de v° et v-superficialité, il est naturel d’introduire aussi une condition d’in-
tersection sur les fibres au-dessus des points génériques de V (I). On commence par rappeler
la notion de fibre d’un point de Spec R.

Fibre au-dessus d’un point de Spec R
On rappelle la définition suivante (cf. [EGA| I (3.4.7)):



2.3. ELEMENTS V-SUPERFICIELS ET REDUCTIONS 7

Définition 2.3.26. Si R est un anneau et ¢ : X — Spec R est un morphisme d’un schéma
X dans Spec R, alors pour tout p € Spec R on définit la fibre de p par ¢ et on notera
¢~ 1(p) comme le produit :

¢ (p) == X x g Spec(Frac(R/p)),

ou Frac(R/p) désigne le corps des fractions de 'anneau intégre R/p.
Remarque 2.3.27. i) Si p = m est un idéal maximal de R, R/m est un corps et la
deéfinition précédente coincide avec celle de la préimage schématique de V(m) par ¢. En
revanche, si p n’est pas un idéal maximal, la fibre ¢~ '(p) est distincte de la préimage
¢~ (V(p)) = X xg SpecR/p.

ii) On peut voir ¢~!(p) comme la préimage du point fermé p.R, pour l'application
déduite de ¢ par le changement de base: Spec R, — Spec R, ou IR, est I'anneau localisé¢ au
point p.

Trois conditions distinctes

Si I est un idéal quelconque d’un anneau local noethérien (R,m), on peut considérer
I'ensemble Min(I) des idéaux premiers p de R minimaux parmi ceux contenant I (i.e. les
points génériques des composantes irréductibles de V(I)) et pour un tel p € Min(/) on
note:

EY := Proj(G(I,R) @ Frac(R/p)), (2.37)

qui est la fibre (au sens de la définition 2.3.26) du point p pour l'application :
(61)\5, : & — V(I) =SpecR/I,

restriction de I’éclatement ey au diviseur exceptionnel £ = Proj(G(I,R)).

Avec les notations de la question 2.3.19, c’est-a-dire en associant a un élément f € I =
(ho,...,h,) sécrivant f = >""_ a;h; un hyperplan Hy : )~ a; X; = 0 de P, on peut encore
introduire 'hyperplan H JIZ 0y alX; =0 ou les a? sont les classes de a; dans Frac(R/p).

On raffine alors la question 2.3.19 de la maniére suivante :

Question 2.3.28. Soit (R,m) un anneau local noethérien de dimension d, et I un idéal
non m-primaire de /. On note Min(I) ’ensemble des idéaux premiers minimaux au-dessus
de I. Soit f € I, on veut comparer les conditions (cf. ci-dessus pour les notations) :

i) f est 0¥ superficiel dans I, i.e. dim H}(Q neY = dimé’? -1,

ii) pour tout p € Min(I), f est v° = v-superficiel pour I'idéal pRy-primaire I.R, de R,
ce qui revient a dim HJIZ NEY =diméP -1,

iii) f est v-superficiel dans I, i.e. dim HyN&r < dim &;. En supposant (R,m) universelle-
ment caténaire, la dimension du sous-schéma de Cartier Hy N &y est alors exactement
dim &; — 1, cf. appendice B.2.6.

On montre ci-dessous par un exemple que ces conditions sont en général indépendantes,
mais la valeur de la largeur analytique de I (cf. déf. 2.3.14) joue naturellement un role
important dans la relation éventuelle entre ces différentes conditions.

Estimation de la largeur analytique d’un idéal

Le lemme classique suivant (cf. e.g. [HIO] (10.20)) encadre les valeurs possibles de la
largeur analytique d’un idéal:
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Lemme 2.3.29. Si (R,m) est un anneau local noethérien, et I est un idéal de R, et
Min(I) désigne l’ensemble des idéaux premiers minimauz parmi ceux contenant I, alors on
a Uencadrement :

Vp e Min(]), ht(p) < s(I) <dimG(I,R) = dim R. (2.38)

ot ht(p) désigne la hauteur de l'idéal p, c’est-a-dire la codimension de la composante irré-
ductible de V (I) correspondant a p.

Preuve: L'inégalité s(I) = dim G°(I,R) < dim G(I,R) est évidente ( puisque G°(I,R) est
un quotient de G(I,R)).

Pour l'autre inégalité: on peut se ramener au cas ou k = R/m est infini (procédé
standard, cf. la remarque au début de la preuve du théoréme de Rees page 75), et on
considére une réduction minimale J = (f1,...,fs) C I donnée par la prop. 2.3.15. Alors
d’une part, v.J = /T donc Min(I) = Min(.J) et d’autre part s(I) = s(.J) = s, le nombre
minimal de générateurs de J (cf. la prop. citée).

Mais alors, pour J l'inégalité ht(p) < s, pour tout p € Min(J) est exactement le
théoréme de l'idéal principal de Krull (cf. e.g. |Ei] 10.2). O

On va voir que les deux valeurs extrémes pour (/) données dans (2.38) sont atteintes,
avec la motivation d’étudier les trois notions de la question 2.3.28 pour chacun des ces deux
cas.

2.3.7 Cas ot la largeur analytique est maximale : un exemple

On considére la courbe C' non-singuliére « de Macaulay » (cf. [Sa| p. 191) dans P}
définie par le paramétrage (s%,s%t,st3,t1), ot (s: t) € PL.

Par la méthode d’élimination (cf. e.g. 'appendice C.4.2) on obtient un idéal homogene
I1(C) de k[xg,x1,22,23] définissant C':

I(C) = (zox3 — T120,x200 — 25 2125 — 23 w023 — 2ixs). (2.39)

Dans Ai le cone affine I' de dimension deux, défini « au-dessus » de la courbe C par le
méme idéal I(T') = I(C) a une singularité, isolée, au point O qui n’est pas Cohen-Macaulay
(cf. [Sa| loc. cit.).

On va éclater ce cone le long de l'idéal défini par I := (x,z1) (de support V(zg,z1,22)
mais présentant une composante immergée en 'origine) :

Exemple 2.3.30 (Description du céne normal).

On considére 'anneau :

2 3 2 3 2 2
R = klzo,x1,22,23] /(2023 — T122,05T2 — 27,2125 — 5,205 — T1T3),

du cone I' de dimension 2 considéré ci-dessus.

Fait 1. Si, dans R, on considére l'idéal I = (z¢,z1), alors on peut (cf. 'appendice C.2.3)
calculer 'anneau G(I,R) définissant le cone normal a I dans R:

G(I,R) = klzo,x1,%2,23,u,0]/(20,21,25,3u — Tov,x5u,29u>), (2.40)
ainsi, dans Ag, I’espace réduit sous-jacent au cone normal Spec G(I,R) est donné par I'idéal

(x0,x1,x2,x3u) et donc est la réunion des deux sous-espaces linéaires de dimension 2:
V($0,$1,$2,$3) et V(CCO,CCl,IEQ,U).
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Si on s’intéresse & l'éclatement de I, on considére plutot les schémas correspondant
dans Ai X I[”,l§ :
Fait 2 (Description des fibres). Le diviseur exceptionnel £ = Proj G(I,R) de l'éclatement
de I dans R est (ensemblistement) la réunion des deux sous-espaces linéaires P, et Py de
dimension un dans A} x P} (avec les coordonnées (z¢,r1,22,23),[u,v]) définis par:

Py =V (zo,21,39,23) ~ Py,
Py =V (z0,x1,20,u) ~ A} x [0:1] ~ A}

Clairement, P; correspond au support de la fibre 5? de &5 au-dessus du point O de
Spec R. En particulier, en terme de largeur analytique:

s(I) = dim&Y +1 =2 = dim G(I,R), (2.41)

c’est-a-~dire que s(I) prend la valeur maximale possible dans (2.38) (ici le support de I est
irréductible, donc un seul idéal premier minimal p, ht(I) = ht(p) = 1).

Au dessus d’un point p = (0,0,0,23) € V(I) = V(x0,x1,x2) autre que O, I'intersection
de la fibre avec P est vide (car g # 0) et l'intersection avec Py est réduite au point
(0,0,0,x3),[0 : 1]. Donc la dimension de la fibre générique :

dim 8}7 =0.

En outre, la surjection de R[u,v] sur G(I,R) associée au choix des générateurs (zo,z1)
de l'idéal I (au sens défini au § 1.1.2) envoie les indéterminées u et v sur les classes de xg
et x1 respectivement. On a donc le:

Fait 3 (Description des hyperplans associés). L'hyperplan Hy (de A} x PP}) associé & un
élément f = axg + bz de I (au sens de la déf. 1.1.7) est donné par:

Hy @ au+bv =0,

ot a et b sont des éléments de k[xg,z1,22,x3] (représentant d’'un élément de R). De méme
I’hyperplan HJQ au-dessus de O est défini par:

HY : a(0)u+ b(0)v = 0.

Grace a ce qui précede, on peut répondre a la question 2.3.28 dans I'exemple considéré :
Proposition 2.3.31. Dans l'exemple 2.5.30, pour I = (x¢,x1), la question 2.3.28 admet
la réponse suivante :
i) tous les éléments f = axg +bxy € I avec a,b € k sont des éléments v°-superficiels de
I car dimHJQ N 5? =0,

ii) U’élément xo € I n’est pas v-superficiel pour l'idéal I.R, au point générique p €
Spec R/I, mais tous les éléments axy + bxy avec b # 0 le sont (HJIZ NEY=10),

iii) de méme qu’au i) ’élément xy n’est pas v-superficiel pour l'idéal I de R, mais tous
les axg + bxy avec b # 0 le sont (dimHyNEr =0).

Preuve: Découle directement des faits 2 et 3 ci-dessus décrivant les fibres et les hyperplans
H f- O

Remarque 2.3.32. Un exemple plus classique d’idéal de largeur analytique maximale est
donné par Iidéal jacobien de la surface de C? formée par la famille (non équisinguliére) de
courbes planes : #2 —y?(y +12) = 0. Dans ce cas, la description des fibres de cet éclatement
est donnée, sans calcul, comme ’ensemble des limites d’espaces tangents. Un intérét de
I’exemple ci-dessus est d’avoir un exemple avec une surface a singularité isolée.
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2.3.8 Cas ou la largeur analytique est minimale : équidimensionnalité et
théoréme de Boeger

Au paragraphe précédent, on a seulement étudié un exemple d’idéal présentant une lar-
geur analytique maximale, sans faire de théorie générale pour ces idéaux. Pour les idéaux
de largeur analytique minimale, en revanche, on rappelle d’abord une caractérisation géo-
métrique classique de I'éclatement de ces idéaux (lem. 2.3.33), puis on étudie a la lumiére
des notions introduites dans ce chapitre le théoréme de Boeger (thm. 2.3.36 infra) qui est
une généralisation du théoréme de Rees (thm. 2.3.23 supra) a cette classe des idéaux de
largeur analytique minimale.

Pour un idéal I quelconque, on rappelle que, par définition, la hauteur de I est définie
comme :

ht(I) := min{ht(p), p € Min(])}, (2.42)

ot Min(I) est 'ensemble des idéaux premiers minimaux au-dessus de I. Ainsi I'inégalité
de gauche de (2.38) donne a fortiori:

ht(I) < s(I). (2.43)
Et on déduit de (2.38) et de (2.42) que si on a I'égalité dans (2.43), en particulier Spec R/
est équidimensionnel. En fait, la condition d’égalité dans (2.43) donne le résultat plus fort
suivant (cf. e.g. [HIO] (20.0) ou [Li-3] p. 115):
Lemme 2.3.33. Soit (R,m) un anneau local noethérien de dimension d et I un idéal
de R. On considére [’éclatement ey : St — SpecR de I dans R. Alors l’idéal I vérifie
Uégalité : ht(I) = s(I) dans (2.43) si, et seulement si, toutes les fibres (er)~*(p) pour
p € V(I) C SpecR (cf. déf. 2.3.26) ont la méme dimension (qui est donc s(I) —1).

Remarque 2.3.34. On dit aussi que Spec R est normalement pseudo-plat le long de V(I)
(cf. e.g. [HIO] App. III 1.4.9).

Preuve: Si p € Min([) dans R, l'idéal I.R, est primaire pour l'idéal maximal p.R,, aussi
la fibre correspondante vérifie: dim &Y = dim R, — 1 = ht(p) — 1, aussi I'égalité: ht(p) =
s(I) = dim €Y — 1, donne immédiatement :

dim £ = dim €7,

et on peut invoquer la semi-continuité de la dimension des fibres d’un morphisme propre
(cf. B.5.2) pour conclure que pour tout point ¢ € Spec R (compris entre p et m), on a aussi
la méme dimension pour la fibre £ (remarquer que cette argument de semi-continuité
donnait aussi directement I'inégalité (2.38) supra).” O

L’équidimensionnalité donnée par le lemme précédent permet déja de répondre partiel-
lement a la question 2.3.28 pour les idéaux I de largeur analytique minimale: la condition
i) v0-superficiel implique la condition ii) (contrairement au cas de I'exemple 2.3.30) :
Corollaire 2.3.35. Si I est un idéal vérifiant ht(I) = s(I) et f € I est un élément v°-
superficiel de I i.e. vérifiant dim Hjoc NE&Y = dim 5? — 1, alors pour tout p € V(I) la fibre
au-dessus de p vérifie la méme condition :

dimHﬁj NEP = dimé’f) — 1.

7. On peut aussi voir (comme [HIO] (10.11)) que la largeur analytique est semi-continue « en sens
inverse » i.e. que si R — S est un morphisme local d’anneaux locaux et I est un idéal de R alors:

s(IS) < s(I).
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Preuve: Par semi-continuité de la dimension des fibres (cf. lem. 2.3.13), on a toujours:
dim Hy N €] > dim HY N &7,

Ici, d’aprés ’hypothése sur I, on a aussi: dim £ = dim Er.
L’hypothése f est v'-superficiel donne I'inégalité stricte :

dim &£} > dim Hy N &7,

d’ou l'inégalité stricte: dim &Y > dim H]Ic’ N ET, et la conclusion.

Le théoréme de Boeger

Un résultat fondamental pour les idéaux de largeur analytique minimale est le théoréme
suivant, di a E. Boeger (dans [Boe|) qui généralise le théoréme de Rees (cf. thm. 2.3.23):
Théoréme 2.3.36. Soit (R,m) un anneau local formellement équidimensionnel (cf. la
rem. 2.3.2/4).

Soient J C I deux idéaur de R de méme support V(I) = V(J), avec J vérifiant
ht(J) = s(J) (i.e. de largeur analytique minimale). Si on a 'égalité des multiplicités aux
points génériques de chaque composante irréductible®

e(IR,,R,) = e(JRy,R,) pour tous lesp € Min(I) = Min(J),

alors J est une réduction de I.

La preuve originale de ce résultat utilise des méthodes asymptotiques (comme celle de
Rees, cf. la remarque 2.3.24).

Ici, de méme que pour le théoréme de Rees (cf. loc. cit.), on peut donner une preuve
différente de ce résultat en considérant des suites d’éléments v-superficiels.

D’abord, il est facile de caractériser géométriquement les p € Spec R tels que JRR, n’est
pas une réduction de IR, :
Proposition 2.3.37. Soient J = (f1,...,f:) C I deux idéauz d’un anneau local noethérien
R. On reprend les notations de la proposition 2.5.12. En particulier, ey : S; — Spec R
désigne ’éclatement de I dans R et on renvoie a loc. cit. pour la définition des hyperplans
Hy,, ... ,Hy, associés aux f;.

Alors l’ensemble :

R(J.I) := {p € Spec R tels que J, n’est pas une réduction de I, },
est exactement l’ensemble des p tels que la fibre :
HY N---NHEN (er)"L(p)
est non vide, c’est-a-dire encore que R(J,I) est l'image :
R(JI)=er(Hys N---NHyf NSy).

Preuve: 11 s’agit seulement de la localisation de la proposition 2.3.12 en chaque point
p € Spec R. O

8. ot Min([/) (resp. Min(J)) désigne I’ensemble des idéaux premiers minimaux au-dessus de I (resp. J),
i.e. les points génériques des composantes irréductibles de V' (I) (resp. V(J))
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Mais le fait que chaque diviseur Hy, NSy soit « trés ample au-dessus de Spec R » donne

d’aprés un théoréme di a F. Steffen (Hauptidealsatz relatif cf. [FOV| Thm. 3.6.1) le résultat
suivant :
Proposition 2.3.38. Soit R un anneau local noethérien formellement équidimensionnel
et de Nagata (cf. déf. 2.4.7 infra) I un idéal de R et on note ey : S; — Spec R [’éclatement
de I. Si f1,...,ft est une suite d’éléments de I, alors avec les notations de la proposition
précédente :

ltmage er(Hy, N---NHy, NSt), si elle est non vide, est de codimension au plus t dans
Spec R.

Des deux propositions précédentes on déduit comme suit, une démonstration du théo-
reme 2.3.36:

Démonstration du théoréme de Boeger — On considére J C I comme dans les hypothéses
du théoréme 2.3.36. Par hypothese, on a ht(J) = s(J) := ¢. Soit (f1,...,f:) une réduction
minimale de J: on peut remplacer J par l'idéal engendré par (fi,...,f:). Alors d’aprés les
prop. 2.3.37 et 2.3.38, le lieu R(J,I) des p € Spec R tels que J.R,, n’est pas une réduction
de I.R,, est, s’il est non vide, de codimension au plus ¢ et il est inclus dans V(1) = V(J).
Or 'hypothése ht(J) = s(J) = t dit que chaque composante irréductible de V' (J) est de
codimension au plus t. Donc si R(J,I) est non vide, il contient une composante irréductible
de V(J) =V (I).

Or par I’hypothése du théoréme de Boeger, au point générique de chacune de ces com-
posantes, on a e(I.R,,Ry,) = e(J.R,,Ry) et I'idéal I.R, étant R, primaire, le théoréme de
Rees (thm. 2.3.23) dit alors que J.R, est une réduction de I.R, donc que p & R(J,I).

Cela montre finalement que R(J,I) est vide, c’est-a-dire la conclusion du théoréme. O

2.4 Passage a ’éclatement normalisé

Au § 2.1.1, on a défini la notion d’élément v-superficiel d’un idéal I d’un anneau local
(R,m) comme une condition dans I’éclatement Sy de cet idéal.

2.4.1 Cadre des anneaux réduits

On considére ici un anneau R (noethérien) réduit, c’est-a-dire sans éléments nilpotents,
d’anneau total des fractions K = R[S™!], ot S sont les éléments de R non diviseurs de
Z€ro.

Comme R est réduit, les idéaux premiers associés a R sont les idéaux premiers minimaux
de R. En notant pq,...,p, ces idéaux premiers minimaux de R, I’anneau total des fractions
K de R, qui est un anneau d’Artin se décompose alors sous la forme:

K ~]] Ry, (2.44)
1=1

ou, ici, les Ry, sont des corps (théoréme de structure des anneaux d’Artin, cf. [AC| Chap.4,
§2, Prop. 10, ou |Ei] (2.13)).

Grace a la décomposition (2.44), on peut développer la théorie de la cloture intégrale
des anneaux réduits dans leur anneau total de fraction de maniére analogue & celle des
anneaux intégres, le résultat clef (facile) étant le suivant (JAC| Chap. 5, §1, No. 2, Prop. 9
et son cor.):
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Lemme 2.4.1. Avec les mémes notations que dans (2.44), et en notant respectivement R
la cloture intégrale de R dans K et R; la cloture intégrale de R dans R ,,), alors l'isomor-

phisme (2.44) identifie :
R~ ][R
=1

Ainsi, on pourra réutiliser pour R réduit tous les résultats sur les clotures intégrales
développés dans [S-Z], en les appliquant en fait & chaque facteur de (2.44). Notamment, a la
prop. 2.4.10, on utilisera la notion de valuation de K pour dire qu’il s’agit d’une valuation
d’un des corps R,,.

2.4.2 Cléture intégrale des idéaux et normalisation

Anneau B(I,R)

On étend ici le résultat de la proposition 2.3.2 dans I’hypothése R réduit, et on en
examine la traduction géométrique (les références standards sont |[LJ-Te| et [Li-1]).

Soit (R,m) un anneau local noethérien réduit, d’anneau total des fractions K, et I un
idéal de R.

On peut voir I'algébre graduée: B(I,R) = R® @& I™t" comme une sous-algébre graduée
n>1

de K[t]. On sait alors (cf. [S-Z] chap. VII Thm. 11) que la cloture intégrale de B(I,R) dans
K|t] est une sous-algebre graduée de K|t], que l'on notera (provisoirement, la notation
définitive étant celle de I’équation (2.45) ci-dessous) :

B(ILR)= @ J,t"
neN

Remarque 2.4.2. Si on note R la cloture intégrale de R dans K, alors R[t] est inté-
gralement clos dans K[t] (cf. [AC] Chap. 5, §1, No.3) et donc B(I,R) C R[t]. Ainsi les
R-modules J,, composant B(I,R) sont des idéaur de R.

Remarque 2.4.3. Pour un anneau réduit R, d’anneau total des fractions K, la cléture
intégrale de I'idéal I de R est, d’aprés la proposition 2.3.2, le sous- R-module J; des éléments
de degré 1 dans B(I,R).

On notera désormais ce R-module J; sous la forme I.
Remarque 2.4.4. 1l est direct de vérifier (ou cf. [Li-1] §5) que pour tout n € N, le R-
module J, des éléments de degré n coincide avec la cléture intégrale de 1'idéal I™. Aussi,
on a obtenu 1’égalité:

B(I,LR)=R® © I"t" (2.45)

n>1

Condition de finitude

Pour interpréter géométriquement B(I,R) dans le cadre défini au § 1.1.1, on a besoin
d’une condition de finitude:
Condition 2.4.5. Soit R un anneau noethérien et I un idéal de R, on demande que la
condition de finitude suivante soit réalisée: B(I,R) est un B(I,R) module de type fini.

La proposition 2.3.10 i) et iii), appliquée a I'inclusion de A := B(I,R) dans B := B(I,R)
admet le corollaire suivant :
Corollaire 2.4.6 ((de la prop. 2.3.10).

La condition 2.4.5 est équivalente & ce que le morphisme associé (au sens de A.4.1) a
Uinclusion : B(I,R) C B(I,R) soit un morphisme fini ce qui équivaut encore & ce que ce
morphisme soit défini sur Proj B(I,R) entier.
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Preuve: La seule chose a vérifier pour appliquer le iii) de la proposition citée est la condition
(2.20), i.e. ici I'inclusion évidente: I.1% C IF+1 O

On rappelle ici la définition d’une classe d’anneaux pour laquelle la condition de finitude
2.4.5 sera toujours vérifiée :

Définition 2.4.7. a) On dit qu'un anneau noethérien intégre A est japonais, si la fermeture
intégrale de A dans toute extension finie de son corps des fractions est une A-algébre finie.

b) On dit qu'un anneau A est de Nagata s'il est noethérien et si pour tout idéal premier
p de A, 'anneau A/p est japonais.

On renvoie a [AC| IX § 4 pour plus de détails sur ces définitions, ainsi qu'a [EGA] IV
(7.7.1), ou les anneaux de Nagata sont appelés universellement japonais. Les algébres de
type fini sur un corps k ou sur Z, ainsi que les anneaux locaux noethériens complets sont
de Nagata.

Awvertissement. Dans toute la suite du chapitre, on se place sous 'hypothése de finitude de
2.4.5, vérifiée pour les anneaux de Nagata.

On rappelle que la normalisation n : X — X d’un schéma réduit s’obtient en considé-
rant au-dessus de chaque ouvert affine U = Spec A de X, le schéma n~!(U) = Spec A ot
A est la cloture intégrale de A dans son corps des fractions (cf. e.g. [EGA] IT 6.3). On en
déduit ici:

Définition 2.4.8. a) On note S; := Proj B(I,R), il est direct que le morphisme associé &
inclusion B(I,R) C B(I,R), défini sur S; entier d’aprés le corollaire 2.4.6, coincide avec
la normalisation du schéma Sy, et on notera ce morphisme :

n:S_1—>S].

b) En notant ey : S; — Spec R I'éclatement de I dans Spec R, on appellera éclatement
normalisé de I dans Spec R, et on notera ey, le morphisme composé :

ef =eron: Sy — SpecR.

Corollaire 2.4.9. L’obtention (via l’égalité (2.45)) de 1'éclatement normalisé de I dans
Spec R comme :

S_I = PI‘Oj( S I_ntn )’
neN
et Uégalité évidente : (I)" = I donnent immédiatement que les éclatements normalisés des
tdéaux I et I de R coincident.

2.4.3 Obtention de I a partir de I’éclatement normalisé

On détaille ici '« avatar algébrique » de [Te-81], chap. 1 (1.3.5) et (1.3.6):

Proposition 2.4.10. Si R est un anneau réduit, et X — Spec R est un morphisme bi-
rationnel propre, tel que X est normal et I.Ox est un faisceau inversible, alors on peut
obtenir la cloture intégrale I de I comme Uensemble des sections globales du faisceau IO0x,
c’est-a-dire qu’on a l’égalité :

I =H(X,I0x). (2.46)

Preuve: Soit S 'ensemble des valuations de K = Frac (R) (anneau total des fractions de
R) positives sur R (cf. la rem. aprés le lemme 2.4.1).
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Alors la cloture intégrale I de I dans R normal s’obtient comme:

I=()IR,, (2.47)
veS

ou l'on note R, 'anneau de la valuation v (cf. |Z-S| p. 348, pour un anneau intégre, et la
remarque qui suit le lemme 2.4.1 ).

Comme X — Spec R est propre, toute valuation v € S a un centre € X (critére
valuatif de propreté [EGA] II (7.3.10)) (la birationalité permettant de ne regarder que des
valuations de K), ainsi on peut regrouper les éléments de S suivant leur centre, et (2.47)
devient :

I=() ()1 R (2.48)

zeX veES,

ol S, désigne 'ensemble des valuations centrées en x.

Avec I'hypothése supplémentaire que IOx est inversible, les idéaux IOx , sont des
idéaux principaur dans 'anneau normal Ox , (car X est supposé normal), donc ils sont
complets (cf. [Z-S] loc. cit.).

Ainsi, pour chaque z € X on a, d’aprés le méme critére qu’au (2.47):

1.Oxz= () IR, (2.49)
UGSZ

En regroupant les équations (2.48) et (2.49), on obtient:

I= ﬂ 1.0x.,,
zeX
ce qui, via [EGA| I (8.2.1.1), donne bien ’égalité (2.46). 0

La proposition 2.4.10 précédente donne la réciproque au résultat du corollaire 2.4.9,
c’est-a-dire qu’on a la caractérisation suivante (avatar algébrique de [Te-81] (1.3.6)):

Corollaire 2.4.11. Si R est un anneau de Nagata (cf. déf. 2.4.7) normal, pour deuz idéauz
I1,J de R, on a l’équivalence entre :

i) I et J ont la méme cloture intégrale,

ii) il existe X — Spec R birationnel, propre, avec X normal, tel que I.Ox inversible et :
1.0x = J.Ox,
iii) sur l’éclatement normalisé St de S le long de I, on a l’égalité

I.0g, = J.Og,.

iv) il emiste un isomorphisme n : S; ~ S; au-dessus de S entre les deux éclatements
normalisés.

Preuve: i) = iv) est donné par le corollaire 2.4.9. iv) = iii) = ii) est direct.
i1) = i) est donné par la proposition 2.4.10. O
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2.4.4 Caractérisation des éléments v-superficiels sur S

Soit I un idéal d’'un anneau local (R,m) de Nagata réduit. On considére I’éclatement
normalisé¢ S7 de I dans Spec R (cf. déf. 2.4.8), sur lequel on note D le diviseur de Cartier
associ¢ a [0z

I
On note D = |Dy| le diviseur de Weil réduit associé & Dy, et Dy, ...,D les composantes
irréductibles de D.
Pour chaque £k = 1,...,s, on note v; la valuation de K =Frac R associée a Dj, sur Sy

normale (ces valuations sont parfois appelées valuations de Rees de l'idéal I).
On peut alors écrire le diviseur Dy sous la forme:

S
Dy = ZmiDi, (2.50)
=1

ou chaque coefficient m; = min{v;(f),f € I}.
Pour un élément f € I, on note encore Dy le diviseur de Weil :

S
Dy =Y w(f)D, (2.51)
i=1
et en comparant (2.50) et (2.51) on a 'inégalité:
Dy > Dy

Ce diviseur Dy permet aussi I'écriture divisorielle de la transformée stricte de (f) sur ST,
comme indiqué a la remarque suivante :
Remarque 2.4.12. Pour un élément f € I, le diviseur de Weil effectif de S7, défini par

(f) = (f)" = Dy, (2.52)

coincide avec la transformée stricte du schéma V' (f) par er (cf. définition 1.1.13).

La preuve est un exercice facile sur les décompositions primaires des idéaux principaux
dans un anneau normal.

Avec ces notations, on peut formuler la caractérisation annoncée :
Proposition 2.4.13. Soit (R,m) un anneau local de Nagata (cf. déf. 2.4.7) réduit, et soit
I un idéal de R.
i) Un élément f € I est v-superficiel (cf. déf. 2.1.1) si, et seulement si, en notant Dy le
diviseur de Weil défini en (2.51), et Dy le diviseur de Cartier associé a 1O0g;, on a légalité :

Dy = Dy.

ii) Avec les notations de l’équation (2.50) ci-dessus, la condition du i) est équivalente a la
condition valuative suivante :

v;(f) = min{v;(g),g € I}, pour touti =1,...,s.

iii) En notant (f)# = (f)* — Dy la transformée faible de f sur S; (qui est la préimage
par n de la transformée faible sur Sy définie au § 1.1.2), on peut encore reformuler ce
résultat en disant que f est v-superficiel si, et seulement si, sur I’éclatement normalisé St
sa transformée faible égale sa transformée stricte.

La preuve est conséquence directe de la finitude du morphisme de normalisation n :
S_[ — S[.
Remarque 2.4.14. Comparer le critére du iii) ci-dessus au critére de superficialité:
« transformée faible égale transformée stricte » sur I’éclatement S; donné a la prop. 1.4.15.



2.4. PASSAGE A L’ECLATEMENT NORMALISE 87

Cas des éléments v’-superficiels

Un élément f € I est vO-superficiel si sa transformée faible sur S ne contient aucune
composante irréductible de dimension maximale dans DY := Dy N (é7)"1(0). Mais cette
dimension peut étre « petite », et dans ce cas, on peut avoir des éléments v-superficiels qui
ne soient pas v'-superficiels.

En revanche, si on a une « composante verticale » de dimension maximale, au dessus
de O dans Dy, c’est a dire une composante irréductible de D qui se contracte sur O, alors
toutes les composantes de dimension maximale de D? sont des composantes irréductibles
de Dy, et donc la condition f est v-superficiel implique f est v° superficiel.
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Chapitre 3

Eléments généraux et nombre de
Milnor (dimension deux)

Introduction

Dans tout ce chapitre, on considére un germe (5,0) de surface analytique complexe
normale (cf. [RES| § 1.2). On note Og o 'anneau local de (S,0) et m son idéal maximal.
Le cadre est donc beaucoup plus particulier qu’aux chapitres précédents, puisqu’on se
restreint a la dimension deux, au corps des nombres complexes, et qu’on suppose la surface
normale.

Dans ce cadre, on peut pousser plus loin I’étude des éléments d’un idéal m-primaire I
de I’anneau local Og o commencée aux chapitres précédents : on introduit dans ce chapitre
la notion d’élément général d’un tel idéal I, suivant la méthode des chapitres précédents,
comme une condition géométrique sur la transformée de cet élément dans 1’éclatement
normalisé¢ de I dans (S,0). Ensuite on montre qu’on dispose ici encore d'un invariant
numérique qui caractérise ces éléments généraux: le nombre de Milnor.

Il faut noter que les éléments générauxr définis ici coincident exactement dans le cas
des idéaux m-primaire de (C2,0) avec la notion classique d’élément général d’un idéal (par
exemple complet) I (cf. e.g. [Sp-2| Def. 7.1 et [LJ] p. 358-359) et dans le cas de l'idéal
maximal m d’un anneau local (S,0) de surface normale, avec les éléments de m définis
(dans un plongement) comme section hyperplane par un hyperplan non-limite d’hyperplans
tangents a S (cf. [Sn-2]).

Le § 3.1 rappelle un certain nombre de propriétés des pinceaux et des familles de
courbes, reliées notamment au nombre de Milnor défini pour Buchweitz et Greuel pour
toute courbe complexe réduite (voir aussi [RES] § 4.2).

Le § 3.2 introduit la notion de direction exceptionnelle pour un idéal I (les tangentes
exceptionnelles introduites par Lé D.T. (cf. e.g. [Sn-2|) étant les directions exceptionnelles
pour le cas particulier de I'idéal maximal) et la notion d’élément H -général, notions reliées
toutes deux a des propriétés de résolutions simultanées (prop. 3.2.3, et prop. 3.2.6).

La définition des éléments généraur d'un idéal I (déf. 3.2.9) plus faible que celle des
éléments H-généraux, présente 'avantage de se transmettre a tous les idéaux ayant méme
cloture intégrale, et de s’interpréter simplement sur toute (bonne) résolution (prop. 3.2.15).

A partir de 14, il est facile de montrer que tous les éléments généraux d’un idéal ont
le méme nombre de Milnor, noté p; (théoréme 3.3.3), et inversement, si on suppose que
f est un élément wv-superficiel d’un idéal I, il n’est pas difficile de montrer par résolution
simultanée faible que p(f) = ps entraine f général.

Le § 3.3.3 est consacré a la preuve, plus délicate, du fait que la propriété u(f) = pr
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entraine f général sans supposer & I'avance que f est v-superficiel dans I. Autrement
dit, le résultat principal de cette derniére partie est que f non wv-superficiel entraine bien
u(f) > pr.

Le lecteur notera que cette derniére affirmation fait sens aussi si 'on remplace (5,0)
par 'anneau local d'une intersection compléte de dimension quelconque. Ce n’est pas le cas
de la démonstration donnée ici qui est spécifique a la dimension deux (mais valable pour
toute les surfaces normales).

Un argument plus général est certainement possible: le § 3.3.4 montre comment on peut
obtenir ce résultat pour une hypersurface de dimension quelconque dans le cas particulier ou
I est Iidéal maximal. ! C’est un corollaire d'un théoréme de B. Teissier dans I'appendice de
[Te-77|, qui dit que p constant entraine p* constant pour les familles de sections hyperplanes
d’un germe d’hypersurface & singularité isolée.

3.1 Pinceaux et familles de courbes

3.1.1 D’un pinceau a une famille plate de courbes

Soient f,g deux éléments de Og o, qui s’annulent en O et tels que les courbes qu’ils
définissent sur (S5,0) n’aient pas de branches communes. Algébriquement cela se traduit
en disant que Iidéal (f,g) de Og o est m-primaire (Nullstellensatz de Hilbert-Riickert cf.
|Gu| E 2), on dit encore que (f,g) est un systéme de parameétres de (S,0) (cf. |[RES| § 2.1).

Pour tout élément w = (a : B) € PL, on définit la courbe (diviseur de Cartier sur

(5,0)):
Co : af +Bg=0. (3.1)

Définition 3.1.1. La famille (Cw)we]% est appelée le pinceau de courbes engendré par f
et g sur le germe de surface (5,0).

Notons J = (f,g) l'idéal engendré par f et g dans Og .

On renvoie a [RES| § 4.2.2 pour les notions et résultats utilisés dans ce qui suit : comme
S est normale en O, 'anneau local Og o est Cohen-Macaulay (critére de Serre, cf. loc. cit.
prop. 4.6 iv)), et donc le systéme de paramétres (f,g) définit une suite réguliére de Og o et
dans ce cas, I'éclatement ey de 'idéal J dans S est décrit par la proposition suivante (cf.
e.g. [HIO| (14.1)):
Proposition 3.1.2. Si J = (f,g) est lidéal engendré par une suite réguliére dans un
anneau analytique local Og o de dimension deux, l’éclatement :

eJ:SJ—>(S,O)

de lidéal J dans (S,0) est la restriction de la projection py : S X IP’}C — S, au sous-espace de
S x PL défini par Uidéal (fB8— ga) dans Og [a,B], ot (a : 3) est un systéme de coordonnées
homogénes sur IP’}C.

En particulier, la fibre £ = (e;)~1(O) au-dessus de O s’identifie naturellement a {O} x
Pl ~ ]P’(lc.
Corollaire 3.1.3. i) L’application (non définie au point O) :

f . pl
E-S\{O} P

x> (f(z): g(x))

1. L’avantage de 'idéal maximal est que, dans ce cas, v-superficiel équivaut & multiplicité minimum.




3.1. PINCEAUX ET FAMILLES DE COURBES 91

se reléve par l’éclatement ey : S; — (S,0), en une application holomorphe :
fJ : SJ — P(lc

ii) Pour tout w € P§, la fibre fJ_l(w) est la transformée stricte par ey, notée C.,, de la
courbe C,,,
iii) on a l'isomorphisme C,, ~ C,.

Ce procédé d’éclatement permet de passer d’'un pinceau de courbes passant toutes par
un point O & une famille plate de courbes avec section, au sens suivant :

Définition 3.1.4. On appellera famille plate de courbes (au dessus d’un ensemble analy-
tique S) un morphisme plat f : X — S ot les X; = f~1(¢) sont des courbes. On parlera
aussi de la famille (Xy)ies pour désigner f. S'il existe en outre un morphisme o : S — X
tel que f oo = idg, on dira que o est une section de f.

Corollaire 3.1.5. Soit (S,0) un germe de surface Cohen-Macaulay, et C,, le pinceau de
courbes défini par un systéme de paramétres (f,g) comme a Uéquation (3.1). Alors, avec
les notations du cor. 3.1.3, la famille (CL)WQ%, c’est-a-dire l'application fj restriction a

Sy C S x P}C de la seconde projection, est une famille plate de courbes au-dessus de IP’}C
avec une section o : ]P’(lc — 59 au sens de la définition 3.1.4.

En outre, pour tout les w € P(lc tels que C,, est réduite, on a la propriété supplémentaire
que Cl)\ o(w) est lisse.

Démonstration. La platitude de f; : S5 — ]P’}C est équivalente au fait qu’en tout point
x €Sy, fj soit non diviseur de zéro de Og, ;. Comme les fibres de f; sont des courbes, il
s’agit de veérifier que Sy est Sp en tout point (au sens de la propriété Sy de Serre, cf. [RES]
§ 4.2.2). En fait S est Sy i.e. Cohen-Macaulay :

En effet, ’éclatement Sy est défini dans S x IP’}C par I’équation donnée & la prop. 3.1.2,
et donc S est Cohen-Macaulay, comme diviseur de Cartier sur S x IP)}C (avec S Cohen-
Macaulay).

La section o est ’application naturelle P(lc — {0} x IP’}C = 59 déja définie a la prop. 3.1.2.

Pour toutes les valeurs de w telles que le germe de courbe (C,,,0) est réduit, sur un
représentant S assez petit la courbe C,, \ {O} est lisse, et donc aussi C/) \ o(w) d’aprés le
cor. 3.1.3 iii). O

3.1.2 Propriétés topologiques des familles plates de courbes complexes
Boule de Milnor pour une singularité isolée

On rappelle ici un certain nombre de propriétés topologiques valables pour les singula-
rités isolées de toute dimension :
Définition 3.1.6. Soit (X,0) C (CV,0) une singularité isolée de dimension n. Une boule
B C CV de centre 0 est appelée une boule de Milnor pour (Xg,0) si on a les deux propriétés
suivantes :

i) Il existe un représentant X de (Xo,0) qui est défini dans un voisinage de la boule
fermée B, et qui intersecte la sphére OB transversalement. On notera Xy I'intersection
de X/ avec B et X lintersection de X|) avec B.

ii) Xo \ {0} est non singuliére, et intersecte OB’ transversalement, pour toute boule
B’ C B centrée en 0.

L’existence d'une boule de Milnor est montrée dans [Mil-2| (Cor. 2.9) pour tout germe
d’ensemble algébrique complexe. La démonstration s’applique aussi au cas analytique.
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Dans certains cas particuliers (par exemple les singularités quasi-homogénes cf. [O-W]|
Thm. 3.1.4.), on peut obtenir des boules de Milnor arbitrairement grandes.

On note immédiatement que (d’aprés ii)) toute boule B’ C B est encore une boule de
Milnor pour (Xp,0). On remarque aussi que le représentant Xy est contractible (avec la
théorie de Morse, cf. [Mil-1] I § 3).

En fait, on peut montrer un résultat topologique plus précis : la paire (B,Xy) est homéo-
morphe & la paire (B,C(K)) ot K = XoNdB et C(K) est le cone de sommet 0 construit
sur K (|Mil-2] Thm. 2.10).

Tube de Milnor, bon représentant d’une déformation

On considére maintenant un disque DD voisinage de 0 dans C, et un germe de déformation
plate f : (X,0) — (D,0) de (Xo,0), c’est-a-dire un germe de morphisme plat avec f~1(0) =
(X0,0).

Un représentant X C B du germe (X(,0) dans une boule B de CV étant fixé, on peut
choisir un disque D de rayon suffisamment petit centré en 0 dans C et un représentant
f: X — D tel qu’on ait un plongement fermé i : X — B x D et que le diagramme suivant
commute :

X —>BxD (3.2)

R

D

ol my : B x D — D désigne la seconde projection.

(Construction générale en géométrie analytique locale, appelée immersion du mor-
phisme f, cf. |Fi] (0.35)).

Comme le germe f est plat, on peut aussi supposer que le représentant choisi f : X — D
est un morphisme plat (car le lieu non-plat est analytique cf. [Fi| (3.18)).

En rajoutant une condition de transversalité supplémentaire & toutes les propriétés
énumérées jusqu’ici, on obtient :
Définition 3.1.7. Pour un germe (Xy,0) a singularité isolée, et un germe de déformation
plate f: (X,0) — (D,0) de (Xy,0), un représentant

f: X—>D

de cette déformation sera appelé un bon représentant, si on a choisi un représentant Xg C B
du germe (X(,0) dans une boule B C CV tel que :

~ B C CY est une boule de Milnor pour (Xy,0),

— on a un plongement fermé i : X C B x D qui est une immersion du morphisme f (cf.
diagramme (3.2)),

— f: X — D est plat,

— toutes les fibres X; = f~!(¢) intersectent OB x {t} transversalement, pour ¢ € D.

3.1.3 Conditions de résolutions simultanées

On rappelle ici plusieurs notions de résolutions simultanées pour les familles de courbes
réduites, développées dans [Te-80| et [B-GJ.
Soit f: (X,0) — (D,0) un germe de famille plate de courbes réduites, et soit

n: (X,O) — (X,0),
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la normalisation de la surface (X,0); ici O = n~(0) est un ensemble fini de points, et
donc (X,0) est un multi-germe de surface.
Le théoréme suivant (cf. [Te-80| p. 73 et aussi [LLT]) étudie application composée :

f=fon:(X,0)— (D)

en utilisant I'invariant § des courbes, lequel est présenté de maniére détaillée dans [RES]
§ 3.2.1. On renvoie donc a ce paragraphe pour la définition de §, et on cite seulement :
Théoréme 3.1.8.

i) Le morphisme f : (X’,O) — (D,0) est plat,

ii) si on considére un représentant assez petit f : X — D (resp. f X — D) et qu’on note
X, = f7Ut) (resp. Xy = f~U(t)), alors pour tout t € D — {0} les fibres X; sont lisses et

8(Xo) — 6(Xy) = 6(Xo),

ot 0(X;) désigne la somme des 6(Xy,0!) en tous les points singuliers O} de X;.
Définition 3.1.9. Une famille plate de courbes réduites f : X — D admet une normalisa-
tion en famille (notion qui coincide, en dimension 1, avec la notion de résolution simultanée
trés faible définie dans [Te-2] p. 72) si, et seulement si, avec les notations du thm. 3.1.8,
toutes les courbes X; sont lisses. Le théoréme précédent s’énonce donc en disant que la
condition de normalisation en famille équivaut a §(X;) = 6(Xp).

La proposition suivante, qui est une expression du caractére liant de la platitude donne
une autre formulation de la notion de normalisation en famille. On rappelle d’abord une
deéfinition (cf. [Fi] (2.18)):

Définition 3.1.10. Un germe d’application holomorphe ¢ : (X,p) — (Y,q) est une sub-
mersion analytique s'il existe un isomorphisme analytique 9 : (X,p) — (C* x Y,(0,q)) tel
que le diagramme suivant commute :

_= . rk
X waY

RN

Y
On renvoie a [Fi] (3.21) pour la preuve du résultat suivant (cf. [Mum-2] IIT § 10 Thm. 3,

pour 'analogue en géométrie algébrique) :
Théoréme 3.1.11. Si ¢ : X — Y est un morphisme d’espaces analytiques les deur condi-
tions suivantes sont équivalentes :
i) ¢ est une submersion analytique en un point p € X
ii) ¢ est plate en p et la fibre ¢~ 1(p(p)) est lisse.
Des théorémes 3.1.8 1) et 3.1.11, on déduit le corollaire suivant :

Corollaire 3.1.12. Une famille plate f : X — D de courbes réduites admet une nor-
malisation en famille si, et seulement si, le morphisme f : X — D est une submersion
analytique.

Preuve: Le 1) du thm. 3.1.8, et I'hypothése de normalisation en famille (déf. 3.1.9) donnent
exactement le ii) du thm. 3.1.11. O

Remarque 3.1.13. Une autre fagon d’exprimer le corollaire précédent est de dire que
f : X — D admet une normalisation en famille si, et seulement si, la famille de courbes
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(Xt)tep admet une paramétrisation en famille c’est-a-dire que X est l'image réduite du
morphisme

n: (C,0) x Uj_,(C;,0) — (C x CV,0)

ol LJ désigne une union disjointe, et n est définie par la donnée de N éléments z1,...,zy de
[Tj=1 C{t.t;} tels que (21(0t)), .. .,2n(0,t;)) j=1,...r est la normalisation des s < r branches
de XQ.

(Il faut comprendre que les fibres X; pour t # 0 ont exactement r branches, et pour t = 0
on peut avoir moins de branches, ce qui signifie simplement que plusieurs paramétrisations
se confondent).

On énonce maintenant deux conditions de résolution simultanée plus fortes (cf. |Te-2]
IT (3.1.1) et (3.1.5)):

Définition 3.1.14. Soit f : X — D un représentant d’une famille plate de courbes réduites
avec une section o : D — X (cf. déf. 3.1.4). On dit que f admet une résolution simultanée
faible (resp. forte) si f admet une normalisation en famille et qu’on a I’isomorphisme suivant
(qui commute aux projections sur D):

"' (o(D))| ~D x [n~!(0(0))]
(resp. n Yo(D)) ~D x n 1 (a(0)))

on, dans la définition de la résolution simultanée faible, les | | désignent les espaces réduits
sous-jacents.

Remarque 3.1.15. i) Résolution simultanée faible équivaut & normalisation en famille
avec nombre de branches r(Xy,0(t)) constant. Ainsi d’apres le critére du thm 3.1.8, réso-
lution simultanée faible équivaut & § constant et r constant.

ii) Sous les conditions du i), on a résolution simultanée forte si, et seulement si, on a en
outre la multiplicité e(X;,0(t)) constante.

Preuve: (de la remarque) 1) On suppose donc que f : X — DD est une normalisation en
famille, et que r(X;,0(t)) est constant. On remarque que le nombre de branches analytiques
r(Xy,0(t)) égale n=' (o (t)) car, par hypothése, n : X; — X est la normalisation de la courbe
Xt.

On considére alors la restriction f : n=!(o(D)) — D qui est propre (a cause de la
trivialité de f X > D qui implique que le bord de n~! (o (D)) n’est autre que l'intersection
de n~'(c(D)) avec le bord de X) et a fibres finies, donc c’est un morphisme fini d’espaces
analytiques, en particulier un revétement ramifié (cf. |Gu| C).

La constance du cardinal des fibres donne alors que 'application holomorphe | f | :
In"1(o(D))| — D est un vrai revétement (non ramifié¢), et comme I est simplement connexe,
ce revétement est topologiquement trivial i.e. on a un homéomorphisme:

[~ (o(D))] = D x [n~(o(0))]. (3.3)

L’unicité de la structure d’espace analytique réduit sur I’espace total d’un revétement holo-
morphe d’'un espace analytique réduit donne alors que 'isomorphisme (3.3) est analytique.
ii) On utilise la formulation sous forme de paramétrisation en famille

n: D x Uj_(C;,0) — D x (CV,0),

donnée a la remarque 3.1.13. Notons X/ la composante irréductible de X image de n; :
D x (C;,0) — D x (CN,0), (pour j =1,...,r).
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Comme la multiplicité e(X¢,0(t)) des fibres X; est constante par hypothése, et

r

e(Xpo(t) = 3 e(X] o (1)),

Jj=1

la somme des multiplicités de chaque branche, par semi-continuité de la multiplicité, on en
déduit la constance de la multiplicité de chaque branche:

e(X],o(t) =mj, VteDb.

Par ailleurs I'image réciproque de I x {0} par n; est définie par I'idéal de C{¢,t;} engendré
par z1(t,t;),...,zn(t,t;). La multiplicité étant constante égale & m;, cet idéal est t;nj. 0

Le lecteur trouvera dans [RES| § 3.2 une présentation du nombre de Milnor des courbes
complexes réduites défini par Buchweitz et Greuel dans [B-G|. On rappelle seulement leur
théoréme principal (cité aussi dans [RES| thm. 3.5):

Théoréme 3.1.16. Si f : X — D est un bon représentant d’une famille plate de courbes
réduites, (cf. déf. 3.1.7), alors pour chaque t € D :

1) X; est connere,

i) u(X0,0) — u(X;) = dime H'(X,,C),

i) 1(X0,.0) — p(X2) > 6(X0,0) — 6(X) > 0,
ot les nombres 6(Cy) et u(Cy) sont les sommes de ces invariants sur tous les points singu-
liers de Cy.

Ce théoréme principal de [B-G| a pour corollaire le critére de résolution simultanée
suivant (cf. [B-G| Thm. 5.2.2 pour d’autres conditions équivalentes) :

Théoréme 3.1.17. Soit f : X — D un bon représentant d’une famille plate de courbe
réduites, avec une section o : D — X telle que Xy — o(t) est lisse pour tout t € D. Les
conditions suivantes sont équivalentes :

1) u(Xy,o(t)) est constant pour t € D,

i) 6(Xy,0(t)) et r(Xg,o(t)) sont constants pour t € D,
iii)) f admet une résolution simultanée faible.

Preuve: On a déja montré a la rem. 3.1.15 i), que les conditions ii) et iii) sont équivalentes.
La relation:
w=20—r+1,

rappelée dans [RES| § 3.2.1. montre que ii) implique i). Enfin 'implication i)= ii) est
donnée par le théoréme 3.1.16 iii). O

3.2 Directions exceptionnelles, éléments généraux

3.2.1 Définitions

La définition suivante et la caractérisation qui suit généralisent la caractérisation des
tangentes exceptionnelles de [Sn2| (5.8):
Définition 3.2.1. Soit (5,0) un germe de surface normale, I un idéal m-primaire de Og o,
et Sy (resp. S7) I'éclatement de I dans (S,0) (resp. 'éclatement normalisé).

On note & (resp. D) la courbe exceptionnelle réduite sur Sy (resp. Sy).

Un point p € & sera appelé direction exceptionnelle pour 1, s’il est image par la
normalisation n d’un point singulier de S7, ou d’un point singulier de D, ou d’un point
critique de la restriction de n a la partie lisse de D.
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Scholie. i) Pour I = m on retrouve exactement la caractérisation des tangentes excep-
tionnelles données dans [Sn-2|, thm. 5.8. La notion de tangente exceptionnelle & un germe
(X,0) d’espace analytique est reliée a la description de 1’ensemble des limites en O d’hy-
perplans tangents a X : elle a été introduite dans [He-Lé| pour décrire les limites de plans
tangents & une singularité isolée de surface de C3, puis étendue au cas non isolé dans
[Le-81], et |[Lé-Te-79]. Une théorie générale pour les limites d’espaces tangents sur un es-
pace analytique quelconque est développée dans [Lé-Te-88|.

ii) Pour le cas d'un idéal m-primaire quelconque de I'anneau local régulier O¢z  les
conditions sénumérées dans la définition précédente interviennent dans I’étude de 1’équi-
singularité des pinceaux de courbes planes faite dans |Lé-We-1].

Dans la proposition qui suit, on utilise la notion d’élément wv-superficiel étudiée au
chapitre 2; par commodité on fait le rappel suivant :

Rappel 3.2.2. e A la proposition 2.3.18, on a caractérisé géométriquement les s-uplets
définissant une réduction minimale d’un idéal I, que 'on a appelé, & cause de cette carac-
térisation, bon s-uplets d’éléments v°-superficiels de I.

e Dans le cas particulier des idéaux m-primaires, les notions d’éléments v’-superficiels
et v-superficiels coincident, et si d est la dimension de l'anneau considéré, un d-uplet
(f1,...,fq) définissant une réduction minimale d’un idéal m-primaire est appelé simplement
bon d-uplet d’élément v-superficiels de I (cf. cor. 2.3.21 ii)).

e Dans le cadre qui est le nétre ici, qui est celui d’un anneau local de surface, d = 2 et
on parlera donc de bon couple (f,g) d’éléments v-superficiels pour un idéal I, m-primaire
dans Og 0.

D’aprés le § 3.1.1, pour un idéal J = (f,g) m-primaire dans Og o, la fraction rationnelle
f/g définit un morphisme de S; — P{. (ot S est éclatement de J dans (5,0)), que 'on
considére comme une famille de courbes (avec section) sur Sy (cf. déf. 3.1.4) et on utilise
la notion de résolution simultanée faible (cf. déf. 3.1.14) pour formuler (avec les notations

de la déf. 3.2.1):

Proposition 3.2.3. Un point p € £ est une direction exceptionnelle pour I si, et seulement
si, pour tout bon couple (f,g) d’éléments v-superficiels de I(cf. le rappel 3.2.2), en notant
J Uidéal (f,g9), la famille de courbes sur S; définie par les fibres de f/g n’admet pas de
résolution simultanée faible au voisinage du point image o(p) de p par Uapplication ¢ :
St — Sy définie a la proposition 2.3.8.

Preuve: Sens = : on suppose que p est une direction exceptionnelle pour I, et on se donne
un bon couple (f,g) (quelconque) d’éléments v-superficiels pour I. On note ¢ = ¢(p) le
point image de p sur S avec J = (f,g). On sait que f/g définit un morphisme de S; — ]P’}C
et on note C, les courbes (f/g)~1(t) C S;. On note Ci, la courbe passant par q. Il s’agit
de montrer que la famille (C;) n’admet pas de résolution simultanée faible dans un petit
voisinage D de tp.

On rappelle que le morphisme ¢ étant fini, les deux surfaces Sy et S; ont la méme
normalisation, et qu'on a le diagramme commutatif suivant :

S, (3.4)
[
S, —% S,

Pour plus de clarté, on fait apparaitre sur le diagramme suivant les notations des points et
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diviseurs considérés :
ps €D C Sy
l/ X
n
p€51C51—¢> qEEJCSJ

i) Si p est image par la normalisation n d’un point singulier p, de S;, alors la préimage
n;l( t,) 2 ps (ot Cj est un diviseur de Cartier sur Sy, d’aprés le cor. 3.1.3 ii)) est un
diviseur de Cartier sur Sy, passant par le point singulier pg, et donc nécessairement une
courbe singuliére. Donc la famille (C;) n’admet pas de normalisation en famille au voisinage
de to.

ii) Si p est 'image par la normalisation n d’un point singulier py du diviseur exceptionnel

réduit D de Sy, alors le germe singulier :

(In7'(a(D))].ps) = (D,ps),

ne peut pas étre isomorphe au germe en un point de l'espace lisse D x |n}1(q)|

iii) Si p est 'image par la normalisation n d’un point critique ps de la restriction de n a la
partie lisse de D, alors par composition (des différentielles) ps est aussi un point critique de
la restriction a D de I'application n; = pon, ce qui est en contradiction avec I'isomorphisme
analytique:

n7 ' (o(D)] =D x [n7' (g)]. (3.5)

au-dessus de o(D).

Sens <: On suppose que p n'est pas une direction exceptionnelle pour I, il s’agit
de construire un bon couple (f,g) d’éléments v-superficiels de I pour lequel la famille C;
admet une résolution simultanée faible au voisinage de ¢ = ¢(p). En réalité, on va donner
un résultat plus précis, dans la proposition 3.2.6, qui fournit des familles génériques de
(f,9) qui conviennent. On renvoie donc & cette proposition pour achever la preuve. O

Eléments H-généraux d’un idéal

La définition suivante est une sorte de maturation des formulations de [Lé-Te-79], [GS],
[Sn-2]:
Définition 3.2.4. Soit I un idéal m-primaire d'un anneau local Og o de surface normale.
On note Sy 'éclatement de I dans S et £ le diviseur exceptionnel réduit de cet éclatement.
On rappelle (cf. § 1.1.2 et § 1.1.4) qu’en fixant des générateurs (ho,...,h,) de I, on
détermine un plongement de S; dans S x P, qui induit un plongement de £ dans 'espace
projectif Pf., et qu’on peut associer de maniére unique a tout élément f € I — ml, qui
s'écrit f = Y., a;h; un hyperplan HJQ t > 0ai(0)X; de P{, avec la propriété que la
section H? N & coincide ensemblistement avec I'intersection de la transformée faible de f
sur St avec le diviseur exceptionnel (cf. loc. cit.).
On dira alors qu’un élément f € I —ml est H-général, si toutes les conditions suivantes
sont vérifiées :
i) f est v-superficiel pour I (cf. déf. 2.1.1), i.e. 'hyperplan HJQ ne contient aucune
composante irréductible du diviseur exceptionnel réduit &,
ii) l'intersection HJQOE , qui est aussi (compte-tenu du 1)) 'intersection de la transformée
stricte de f sur S; avec £, ne contient aucune direction exceptionnelle de I (cf.
deéf. 3.2.1),
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iii) dans Pf, 'hyperplan H JQ est transverse & chaque composante irréductible de la courbe

£.

(On remarque que toutes ces conditions ne dépendent que de I’hyperplan H?, d’oil le choix
de la dénomination H-général.)
Remarque 3.2.5. a) Si f € [ est H-général, et p € HJQHE d’apreés la condition ii) ci-dessus
et la déf. 3.2.1, p est une valeur non critique de la restriction de n & la partie lisse de D,
donc c’est un point non singulier de chaque branche de & = n(D) qui le contient. 2

b) La condition du iii) ci-dessus signifie que HJQ ne contient aucune droite du cone
tangent a £ en p.

¢) Puisque l'intersection £ N (f)" de la transformée stricte d’un élément H-général sur
STt avec le diviseur exceptionnel £ coincide avec 'intersection €N H}) dans P, la géométrie
projective élémentaire (cf. e.g. [Sha| 1.6) assure que H}(Q (et donc (f)") intersecte chaque
composante irréductible de E.

La proposition suivante exhibe des familles des couples (f,g) donnant la condition
suffisante dans la proposition 3.2.3:

Proposition 3.2.6. Soit I un idéal m-primaire d’un anneau local de surface mormale
Oso. St f € I est H-général, pour tout g v-superficiel dans I tel que J = (f,g) vérifie
J=1,le morphisme f/g : Sy — P}C admet une résolution simultanée faible au voisinage
de (f/g)~*([0:1]) = f7(0).

Remarque 3.2.7. En particulier pour chaque point d’intersection p de la transformée
stricte (f)’ de f sur Sy avec le diviseur exceptionnel £, la transformée n=1((f)’) sur 'écla-
tement normalisé Sy est formée de courbes lisses transverses au diviseur exceptionnel D en
chaque point ¢; € n=(p).

Preuve: (de la proposition)

a) On utilise les notations du diagramme (3.4). On note encore ¢ le point du diviseur

exceptionnel £; de S ot passe (f/g)~1(0). Soit ps un point de Sy tel que n(ps) = q.
Alors pour p = n(ps), comme f est H-général, p n’est pas une direction exceptionnelle

pour I, donc (déf. 3.2.1) ps est en particulier un point lisse de S; et de D.

b)Pour montrer que f/g: S; — P}C admet une résolution simultanée faible au voisinage

de0=1[0:1] € IP’}C, il est équivalent, d’aprés la remarque 3.1.15 i), de montrer les deux

propriétés suivantes:

i) f/g admet une normalisation en famille au voisinage de 0,

ii) le nombre de branches de la courbe (f/g)~1(0) est le méme que celui de (f/g)~!(¢)
pour ¢ voisin de 0.

D’aprés le corollaire 3.1.12, le i) est encore équivalent & la propriété:

i) (f/g)ony:Sr — IP’}C est une submersion analytique au voisinage des points ps; €

(ns)~"q).

Comme on sait déja (cf. a)) que les points p, sont des points lisses de Sy et D, le i’) est
A son tour équivalent au:

i”) les points ps sont des points non critiques de la restriction de (f/g) o ny au diviseur
exceptionnel D.

2. En revanche, il est a priori possible que par p passent plusieurs branches lisses de £, mais je ne connais
aucun exemple de ce phénomeéne, cf. aussi [Sn-2] rem. 5.10.
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Enfin, comme nj; = ¢ on, et que par hypothése n : (D,ps) — (€,p) n'est pas critique,
le i) est encore équivalent a:

i) les points p € ¢~ !(q) sont des points non critiques de la restriction de (f/g) o ¢ au
diviseur exceptionnel £.

c¢) Explicitation de 'application (f/g) o ¢:

En ayant choisi des générateurs (ho,...,h,) de I et en écrivant f = Y. a;h; et
9= i_obihi, avec a;,b; € Og,0, comme f et g sont par hypothése des éléments d’ordre 1
de I (i.e. dans I — I?) on associe de maniére unique & f et g les hyperplans:

T T
HY: Zai(O)XZ-, HY Z b; (0) X,
=0 =0

dans I'espace projectif Pg.
Le morphisme ¢ : |€7] C P — |£;] C P{ a été décrit au chapitre 2, p. 69, comme la
restriction de 'application :

9 : Py \ (HY N Hy) — Pg, (3.6)
(xo:...:xp) — [Z a;(0)x; ZbZ(O)xl]
1=0 =0

Le fait que cette application soit bien définie sur £ est donné par le fait que (f,g) est
un bon couple d’éléments v-superficiels de I (cf. prop. 2.3.12).

En outre, par construction de ’éclatement Sy (cf. § 3.1.1), I'application f/g: E; — IP’}C
coincide avec 'isomorphisme £; ~ IP’}C associé au plongement de S; C S x IP’}C.

Ainsi pour montrer le i”’) du b), il s’agit seulement d’étudier les points critiques de
'application ¢ restriction & &£ de 'application ®° définie au (3.6).

En reprenant les notations du a) le point p € £ N HJQ sera un point critique de la
restriction a £ de la projection ®Y si, et seulement si, le noyau de la projection en ce point,
i.e 'hyperplan HY, n’est pas transverse a £7. Aussi I'hypothése f H-transverse donne bien
le i77).

d) Il reste & montrer le ii) du b): il s’agit de montrer que pour un point ¢’ voisin de ¢
sur £; le nombre de points dans n}l(q’ ) est le méme que le nombre de points dans n}l(q).

Or pour ¢ comme ¢’ le nombre de points de p~1(q) (resp. ¢') égale le nombre de points
d’intersection de Hjoc avec & (resp. du H}) t)g correspondant pour ¢'). Par transversalité (de
HJQ et H?Jr/\g), ce nombre de points égale le degré de la courbe projective £ pour ¢ comme
pour ¢'.

Ensuite, chaque point de ¢~ !(q) (resp. ¢') est une valeur non critique de la restriction
den:D — &, donc ils ont tous le méme nombre de préimages par n. D’ot la conclusion
parny =@on. O

Eléments généraux d’un idéal

On a défini la notion d’élément H-général f d’un idéal I par une série de conditions
sur f a vérifier sur l’éclatement St de I (et plus précisément sur ’hyperplan H}) associé a
f, cf. déf. 3.2.4).

On introduit maintenant la notion, plus faible, d’élément général d’'un idéal I comme
une série de conditions & vérifier sur ’éclatement normalisé S; de I. Avant cela on rappelle,
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suivant le § 2.4.4, comment se traduisent les notions d’élément v-superficiel et de bon couple
d’éléments v-superficiels d’un idéal I sur ’éclatement normalisé.
Rappel 3.2.8. Soit I un idéal m-primaire d'un anneau local Og o de surface normale. On
note €7 : S; — S Iéclatement normalisé de I dans S, Dy le diviseur de Cartier défini par
IO?]’ et

(e (f) = (P)s- + Dy,
la décomposition de la transformée totale de (f) sur S; en sa transformée stricte (f )’S—I et
sa composante exceptionnelle Dy (cf. (2.51)). Alors (cf. la prop. 2.4.13):

i) un élément f € I est v-superficiel, si et seulement si, on a I’égalité :
D; = Dy.

ii) un couple (f,g) d’éléments v-superficiels de I est un bon couple d’éléments v-superficiels

:9— ne s’intersectent pas
I

de I si, et seulement si, les transformées strictes (f):g—l et (9)
sur Sy.
Définition 3.2.9. Avec les mémes notations qu’au rappel 3.2.8 ci-dessus, un élément f € [
sera dit général, si et seulement si, les conditions suivantes sont vérifiées :
i) f est v-superficiel dans I, i.e. Dy = Dy (cf. le rappel ci-dessus),
/
St _
seur exceptionnel D = |Dy| en des points lisses de D et S;.
Remarque 3.2.10. Si f € [ est H-général (déf. 3.2.4), alors f est général au sens de la

définition ci-dessus.

ii la transformée stricte (f)-- est un multi-germe de courbes lisses transverses au divi-

Preuve: Le 1) des deux déf. est commun: f est v-superficiel.

Si f est H-général, la rem. 3.2.7 donne en particulier que le ii) de la déf. ci-dessus est
vérifié. (Noter que la remarque en question donne en fait un résultat plus précis, qui nous
sera utile, voir notamment la preuve de la prop. 3.2.18 infra). O

L’intérét de la définition 3.2.9 des éléments généraux d’un idéal comme une condition
portant seulement sur ’éclatement normalisé est qu’elle relie tous les idéaux ayant méme
cloture intégrale :

Proposition 3.2.11. Soit Og o l'anneau local d’un germe de surface normale (S,0). Soient
J C I deuz idéauz de Ogo ayant méme cloture intégrale I = J (cf. déf. 2.5.1).

Alors si f € J, [ est un élément général de J si, et seulement si, f est un élément

général de I (cf. déf. 3.2.9).

Preuve: D’aprés le cor. 2.4.11 iv), I'égalité I = J signifie que les éclatements normalisés
er: St — (5,0) et €5 : Sy — (S,0) sont isomorphes. Ainsi les vérifications des propriétés
des éléments généraux de I sur Sy et de J sur S sont équivalentes. a
3.2.2 Eléments généraux vus dans une résolution

Cycles sur une résolution

Définition 3.2.12. Soit (S,0) un germe a singularité isolée, et considérons 7 : X — (5,0)
une résolution de la singularité (S,0) (cf. e.g. [RES] § 0.2). On note:
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la décomposition en composantes irréductibles du diviseur exceptionnel réduit. On appel-
lera cycles sur la résolution X les diviseurs (de Weil) de X a supports exceptionnels i.e les
combinaisons linéaires & coefficients entiers Z = Zf:o a; E;.

I-résolutions et bonnes résolutions

On introduit ici une terminologie pratique et on rappelle une terminologie usuelle sur
les résolutions des singularités:
Définition 3.2.13.
i) Si I est un idéal de Og p, une résolution 7 : X — (S5,0) de la singularité (S5,0) sera
appelée une I-résolution si, en notant €7 : S; — S I’éclatement normalisé de I, il existe un
morphisme (automatiquement propre) r: X — St tel que 7 se factorise en

m=¢ror : X — S —S.

ii) D’apres la propriété universelle de 'éclatement (rappelée a la prop. 1.1.4), 7 : X — (S,0)
est une I-résolution si, et seulement si, le faisceau I Ox est inversible.

iii) On rappelle aussi qu’une résolution (quelconque) 7 : X — (5,0) est appelée une bonne
résolution de (S,0) si le diviseur exceptionnel 7=1(0) est @ croisements normauz.

Eléments généraux

On introduit d’abord une notation pratique pour parler des transformées strictes dans
différents espaces:
Notation 3.2.14. Si f € I est un élément d’un idéal I de I'anneau local Og o d’'un germe
de surface normale (S,0), si S; est I'éclaté de (S,0) en I, n: S; — Sy est la normalisation
de Sy, et r: X — S est un espace au-dessus de Sy, on notera:

~ (f)§s, la transformée stricte de (f) sur S (cf. déf. 1.1.13),

_ (f)’S_I — n_l((f)’sl) la transformée stricte de (f) sur St,

— et de maniére générale (f)’y la transformée stricte de (f) sur X (cf. déf. 1.1.13, ou
la notion de transformée stricte a é¢té donnée pour toute modification).

Le lecteur prendra garde que cette motation ne signifie bien sir pas que ces transformées
strictes soient des diviseurs de Cartier (il ne s’agit pas du diviseur défini par une fonction
(f)1).

La proposition suivante est la traduction de la définition 3.2.9 sur une résolution quel-
conque au-dessus de S :
Proposition 3.2.15. Soient (S,0) un germe de surface normale, I un idéal m-primaire
de Ogo et, suivant la déf. 3.2.13, m : X — (5,0) une bonne I-résolution. Soit f € I et
notons :

T (f) =P + Zy,

la décomposition de la transformée totale sur X du diviseur (f) en sa transformée stricte
(f)x et sa composante exceptionnelle Zy.
On note aussi Zy le cycle a support exceptionnel défini par l’idéal 1.Ox, de sorte qu’on
a toujours Zy > Zy pour f € I.
Alors f € I est un élément général (déf. 3.2.9) si, et seulement si,
i) Zp=Z5 sur X,
ii) la transformée stricte (f) est un multi-germe de courbes lisses, et la transformée
totale 7 (f) est un diviseur & croisements normaux.
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Preuve: Par hypothése X est une I-résolution de (S,0), ¢’est-a-dire que c¢’est une résolution
r: X — S des singularités de Sy, et comme c’est une bonne résolution, c’est aussi une
résolution plongée du diviseur exceptionnel D de St.

Aussi, 7 est un isomorphisme local au voisinage des points non-singuliers a la fois sur
St et D.

Ainsi, si on suppose que f € I est général, d’aprés la propriété ii) de la déf. 3.2.9, r
est un isomorphisme au voisinage de tous les points de (f )’S—I, ce qui donne la propriété ii)
ci-dessus de la transformée stricte (f)y de (f) sur X et de sa transformée totale 7*(f).

Les propriétés i) et ii) des éléments généraux donnent également la propriété i) ci-
dessus: en effet, dans la décomposition (ot on utilise Dy = Dr):

7 (F) = ((Fse + Dr) = ((F)g) + 1 (D), (3.7)

/

g ne contient aucun point modifié
I

on a par définition r*(Dy) = Z;. Comme on a vu que (f)
par r, on a l'égalité:

")) = (P

ce qui, via (3.7), donne I'égalité des cycles Zy = Z7 sur X, i.e. le i).

Réciproquement, supposons que f vérifie les propriétés i) et ii) de la proposition.

Il est clair que Zy = Zy sur X implique Dy = Dy sur St par projection, i.e la propriété
i) des éléments généraux.

Supposons que la propriété ii) des éléments généraux n’est pas vérifice. Alors il existe
un point p € (f )IS_I N D au voisinage duquel r : X — St n’est pas un isomorphisme local.
D’aprés le théoréme principal de Zariski (cf. e.g. [Fi| 4.9) appliqué au germe de surface
normale (S7,p), on a (localement au voisinage de p) une écriture: 7*(f) = (f)y + E ot E
est un cycle positif non nul sur 771(0), ce qui implique, en revenant a Iécriture globale de
7*(f) que Zy > Zr + E, et contredit le i) de 'hypothése. O

3.2.3 Eléments généraux et composantes de Tyurina
Cadre standard pour les intersections

Awvertissement. On rappelle dans ce paragraphe le cadre standard de théorie de 'intersec-
tion qui sera suffisant pour nos besoins, puisqu’on intersectera toujours ici des diviseurs de
Cartier avec des diviseurs de Weil. On rappelle que ce cadre s’applique aussi bien sur les
espaces singuliers.

On veut ainsi lever une ambigiiité en ce sens qu’on dispose pour le cas particulier des
surfaces normales d’'un nombre d’intersection plus général défini pour deuzr diviseurs de
Weil & partir de leurs pull-back sur une résolution, & valeur dans Q, introduit par D.
Mumford dans [Mum-1] (cf. aussi [Gi], [Fu] Ex. 7.1.16). On n’utilisera pas cette théorie ici
(pas plus qu’elle n’était utile dans [Sn-1] ou elle était invoquée cf. thm. 3.5 loc. cit.).

Le cadre habituel de la théorie de l'intersection sur les espaces algébriques (cf. [Fu]
Chap. 2) permet de définir I'intersection d’un diviseur de Cartier et d’un diviseur de Weil
(ou plus généralement d’un cycle au sens de |Fu| Chap. 1) comme une classe d’équivalence
linéaire (ou rationnelle pour les cycles) de diviseurs de Weil (cf. [Fu] 2.3).

Suivant [Fu| 19.2.5. cette construction s’adapte aux espaces analytiques, et on 'utilisera
ici dans le cadre suivant :

Si X est une surface analytique, D est un diviseur de Cartier sur X, et C' un diviseur de
WEeil, on peut définir I'intersection D.C' comme une classe d’équivalence linéaire de diviseurs
de Weil sur C.
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Dans ce cadre, on rappelle la:
Définition 3.2.16. Si C est (une courbe) compacte, on appellera nombre d’intersection
de D et C, et on notera:
(D -C) :=deg(D.C),
le degré de la classe D.C' (somme des multiplicités, cf. [Fu| déf. 1.4).3
Sir: X — X est un morphisme propre entre deux surfaces analytiques, C' est un

diviseur de Weil de X, et D est un diviseur de Cartier sur 3, on a la formule de projection
([Fu| prop. 2.3.c)):

r«(r*(D).C) = D.r,(C), égalité de cl. d’équiv. lin. sur |C|N|D]. (3.8)

Si C' est compact, on peut passer aux degrés dans (3.8) et si r est un morphisme de degré 1
(i.e birationnel, resp. biméromorphe) :

deg(r«(r*(D).C)) = deg(r*(D).C),
d’ou 'on déduit I'égalité des nombres d’intersection (cf. déf. 3.2.16) :

(r*(D)-C) = (D -r«(D)). (3.9)

Composantes de Tyurina

Soit I un idéal m-primaire de I'’anneau local Og o d’un germe de surface normale (S,0).
Soient 7 : X — (5,0) une I-résolution de (S,0) (cf. déf. 3.2.13), et Z; le diviseur défini
par I.Ox. Notons

n
|21 = == (0)] = |J Ei,
i=1

la décomposition en composantes irréductibles du diviseur exceptionnel.
Définition 3.2.17. Une composante F; du diviseur exceptionnel de 7 qui vérifie:

(Zr- E;) =0,

ou () est le nombre d’intersection de la déf. 3.2.16, sera appelée composante de Tyurina
pour Zj.

On a alors le résultat suivant, qui reprend |[C-P-R| (lem. 2.4) dans le cadre plus général
des surfaces normales :
Proposition 3.2.18. Soit (S,0) un germe de surface normale et I un idéal m-primaire de
Oso. Soitr: X — S1 une résolution de I’éclatement normalisé Sy de I dans (S,0). Une
composante irréductible E du diviseur Zy défini par IOx se contracte par v sur un point
de St si, et seulement si, c’est une composante de Tyurina, i.e. (Z1 - E;) = 0.

Preuve: La nécessité de la condition est une conséquence directe de la formule de projection
rappelée au (3.9): en effet si on note D; le diviseur de Cartier sur S défini par I Og;, on
a l'égalité:
(Zr - Ey) = (r*(Dr) - r(E3)) =0,
puisque 7(E;) est un point de S;.
Réciproquement, si F n’est pas contracté sur un point de S son image par r est une
composante irréductible D du diviseur exceptionnel D de S;. D’aprés la rem. 3.2.7, pour

3. Bien noter que D.C' désigne une classe de diviseurs, alors que (D - C') désigne un nombre.
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!/
St
composante du diviseur exceptionnel D, en particulier la composante D = r(E) considérée

ici. 4

un élément H-général f de I (cf. déf. 3.2.4), sa transformée stricte (f)%- intersecte chaque

Comme en outre r est un isomorphisme aux voisinages des points de (f )’S— ND (car ce
I

sont des points lisses de D et S7), on en déduit que (f) N E est non vide.

Sur X lisse, on en déduit que la multiplicité d’intersection ((f)’ - E) est strictement
positive.

I1 suffit alors de remarquer que: (7*(f) - E) = 0 d’aprés la formule de projection (3.8)
appliquée a la composée m = efor : X — (5,0), et comme d’aprés la prop. 3.2.15 ii):

™(f) = (f)'x + Zr, on obtient:
(Z1-B) = ~((f)x - ) <0. 5

3.3 Eléments généraux et nombre de Milnor

3.3.1 Calcul du nombre de Milnor d’un élément général
Cycle numériquement canonique

On rappelle le résultat classique suivant pour les cycles sur le diviseur exceptionnel
d’une surface normale (cf. [Fu|] Ex. 2.4.4, ou [Mum-1|):

Lemme 3.3.1. Si 7w : X — (5,0) est une résolution d’un germe de surface normale, le
produit d’intersection (-) des cycles sur 7= 1(0) (cf. déf. 8.2.12 et § 8.2.3) est défini négatif,
i.e. (Z-Z) <0 pour tout cycle Z non nul.

Le lemme précédent implique qu’on peut définir (de maniére unique) un cycle Z (en
général a coefficients dans Q) en fixant la valeur des intersections (Z - E;) avec toutes les
composantes irréductibles de 7=1(0). En particulier, on introduit la définition suivante :

Définition 3.3.2. Soit 7 : X — (5,0) une résolution d’un germe de surface normale, et
S
=) = B,
i=1

la décomposition du diviseur exceptionnel en composantes irréductibles. On appelle cycle
numériquement canonique de la résolution m, et on notera Zg, le cycle a coefficients ra-
tionnels Zxg = >, riE;, (r; € Q) défini par les conditions:

ou p(E;) est le genre arithmétique de la courbe réduite, irréductible E; (cf. e.g. [Har]
Chap. V 3.9.2, 3.9.3).

Formule donnant le nombre de Milnor

On généralise ici au cas d’un idéal m-primaire quelconque une formule obtenue par G.
Gonzalez-Sprinberg dans [GS| pour 'idéal maximal:
Théoréme 3.3.3. Soit f € I un élément général d’un idéal m-primaire I de ’anneau
local Og. 0 d’un germe de surface normale (S,0). Soit encore m: X — (S,0) une bonne I-
résolution de (S,0) (cf. déf. 3.2.13). La description de la transformée totale m*(f) donnée

4. C’est U'intérét de la définition des éléments H-généraux (déf. 3.2.4) par rapport a celle des éléments
généraux (déf. 3.2.9).
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a la prop. 3.2.15, et le théoréeme fondamental de [B-G| (thm. 3.1.16 ici) permettent de
calculer le nombre de Milnor u(f) de la courbe définie par f=1(0) sur (S,0) :

uw(f)=1—(Zr-(Z1 —1Z1| - K)), (3.11)

ot Zg est le diviseur défini par I Ox, |Z1| est le diviseur réduit associé, Zk est le cycle
numériquement canonique de 7 (cf. déf. 3.3.2), et (-) désigne le nombre d’intersection (cf.
déf. 3.2.16).

Démonstration. (Esquisse) La preuve est analogue a celle du théoréme principal (thm. 2.2)
de [GS], en remplacant le lemme 2.1 loc. cit. par notre prop. 3.2.15.

On fixe un représentant S de (S,0) sur lequel O est le seul point singulier et tel que le
germe f définisse une fonction sur S, f: S — D, ot D est un disque de C centré en O.

Comme f € Og o est non diviseur de zéro (Ogo intégre), le morphisme f: S — D est
automatiquement plat (cf. [Fi] 3.16), on peut donc au sens du § 3.1.2, le considérer comme
une déformation de la courbe f~1(0) et quitte & restreindre D (et S), on peut supposer
que le morphisme f : S — D est un bon représentant de la déformation de f~1(0) (cf.
def. 3.1.7).

Alors d’aprés le thm. 3.1.16, le nombre de Milnor pu(f) := u(f~1(0),0) recherché vérifie :

p(f) = u(f7H1) = dim B (f71(),C) = 1 = x(f (1)), t # 0, (3.12)

oil la premiére égalité est donnée par loc. cit. ii), et u(f~1(¢)) est la somme des nombres
de Milnor aux points singuliers de f~!(¢), et la seconde égalité est donnée par loc. cit. i),
ol, pour une courbe C, on note:

x(C) = dimH°(C,C) — dim H(C,C),

la caractéristique d’Euler-Poincaré topologique. Comme f~!(¢) est lisse, le membre de
gauche de (3.12) est simplement g(f).

En notant C; = f~1(t), on est donc ramené au calcul de la caractéristique d’Euler-
Poincaré x(Cy).

Si on note m : X — S une bonne I-résolution de S (cf. déf. 3.2.13), comme 7 est un
isomorphisme au-dessus de S — {O}, on a:

X(C) = x(x71(Cy)).

Si on note P lensemble des points d’intersections de toutes les composantes (compactes
ou non) de la transformée totale m~1(f) sur X, compte-tenu du fait que cette transformée
totale est un diviseur & croisements normaux, et que la partie compacte Z; vérifie (cf.
prop. 3.2.15):

un calcul facile de revétements (cf. [GS| loc. cit.) montre que:

X(mHC)) = mix(Ei\ (PN Ey)).

=1

De cette formule, il est facile de passer a I’expression en terme de multiplicités d’intersec-
tions donnée dans I’énoncé (3.11), exactement comme dans [GS|, en remplacant son « Zgy »
par notre Zj. [l
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3.3.2 Premiére caractérisation avec le nombre de Milnor
Des pinceaux aux idéaux

On commence par remarquer que pour les pinceaur de courbes (cf. § 3.1.1), si on a
une résolution simultanée faible au voisinage d’une courbe du pinceau, cette courbe est un
élément général de 1'idéal définissant le pinceau :

Lemme 3.3.4. Soit J = (f,g9) un idéal m-primaire de I’ anneau local Og o d’'un germe de
surface normale (S,0). On suppose que f € J est un élément v-superficiel de J (cf. e.g. le
rappel 3.2.8).

On note Sy Uéclatement de J dans (S,0), et on considére comme au cor. 3.1.3, la famille
de courbes définie par f/g : S; — ]P’}C. Si cette famille admet une résolution simultanée
faible au wvoisinage du point [0 : 1] (cf. déf. 3.1.14), alors l’élément f, correspondant a ce
point, est un élément général de l’idéal J au sens de la déf. 3.2.9.

Preuve: Parmi les deux conditions de la définition 3.2.9 la condition i): f € J est v-
superficiel est donnée comme hypothése ici, et la condition de transversalité ii) est donnée
par lisomorphisme :

In"H(o(D))| ~ D x [0~ (a(0))]
de la définition 3.1.14. O

De ce lemme, et de la prop. 3.2.11, on déduit le résultat suivant (qui est une réciproque
partielle de la prop. 3.2.6, partielle car on obtient f général, au lieu de H-général) :

Proposition 3.3.5. Soit I un idéal m-primaire d’un anneau local Og o de surface normale
et soit (f,g) un bon couple d’éléments v-superficiels de I tel que, en notant J = (f,q) l’idéal
engendré par f et g, la famille de courbes f/g: S; — P}C admet une résolution simultanée
faible au voisinage du point 0 = [0 : 1] € P¢.

Alors f est un élément général de I.

Preuve: Le lemme précédent donne que f est un élément général de J. Comme (f,g) est

un bon couple d’¢léments superficiels, on a (f,g) = I (cf. le rappel 3.2.2) et d’aprés la
prop. 3.2.11, on en déduit que f est aussi général dans I. O

Application a la caractérisation

Le théoréme suivant est la premiére étape de la caractérisation des éléments généraux
par le nombre de Milnor.

Théoréme 3.3.6. Soient I un idéal m-primaire de l’anneau local Ogo d'un germe de
surface normale (S,0), et f un élément v-superficiel de I. Alors f est un élément général
de I si, et seulement si, son nombre de Milnor u(f) = p(f~1(0),0) coincide avec le nombre
de Milnor py du thm. 3.5.5.

Démonstration. D’aprés le thm. 3.3.3, la condition est nécessaire. Soit donc f élément
v-superficiel de I tel que u(f) = pr.

On peut choisir un élément g € I général tel que (f,g) soit un bon couple d’éléments
v-superficiels pour I (cf. le rappel 3.2.2, on peut méme choisir g H-général).

On note J = (f,g) I'idéal engendré par f et g. Alors comme J = I le nombre de Milnor
associé & J par la formule (3.11) coincide avec le nombre de Milnor p7. Comme on a pris
g € I général on a pour tout t # 0 assez petit,

p(f +tg) = pr,
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et par hypothése sur f, on a aussi u(f) = pur. Ainsi la famille f + tg est & p constant au
voisinage de t = 0, d’aprés le thm. 3.1.17, elle admet une résolution simultanée faible. La
prop. 3.3.5 précédente donne alors que f est un élément général de 1. O

3.3.3 Caractérisation des éléments généraux par le nombre de Milnor

Le théoréme 3.3.6 obtenu a la fin du paragraphe précédent, montre que p(f) = pur

implique que f € I est général, & condition de supposer que f € I est v-superficiel. Le but
de cette section (qui détaille le § 5 de la Note [B-L]) est de montrer le méme résultat sans
cette hypothése c’est-a-dire de montrer le théoréme suivant :
Théoréme 3.3.7. Soit I un idéal m-primaire de l’anneau local Ogs o d’un germe de surface
normale, et f un élément de I. Alors f € I est un élément général (cf. déf. 3.2.9) si, et
seulement si, son nombre de Milnor u(f) coincide avec le nombre de Milnor uy commun a
tous les éléments généraux, donné au thm. 3.5.5.

D’aprés le thm. 3.3.6, il suffit pour montrer le thm. 3.3.7, de montrer le théoréme
suivant :

Théoréme 3.3.8. Si f € I n'est pas v-superficiel dans I, alors u(f) > ur.

Avertissement. Dans tout ce qui suit, on fixe donc I un idéal m-primaire de Og o, f un
élément de I qui n’est pas v-superficiel, g un élément H-général de I (cf. déf. 3.2.4), et
on choisit en outre g pour que la transformée stricte (9)/51 de (g) sur l’éclatement Sy de I
n’intersecte pas la transformée stricte de (f) (ce qui est toujours possible par construction
des éléments H-généraux). Enfin on notera J = (f,g) l'idéal engendré par f et g, et on

supposera que g est aussi H-général dans J.

Existence de points bases

Le premier lemme-clef de la preuve du thm. 3.3.8 est le suivant :
Lemme 3.3.9. Awvec les hypothéses de l'avertissement ci-dessus, lidéal J a au moins un
point base (c’est-a-dire un point ou J (’)5 est non principal) dans [’éclatement normalisé
Sy de .

Démonstration.
a) En un point P € Sy, 'idéal JO§7P peut a priori ne pas étre principal pour deux raisons:
i) ou bien il est divisoriel non principal,®
ii) ou bien il n’est pas divisoriel ce qui est équivalent (dans Og, p de dimension 2) a dire
qu’il a une composante m-primaire.
Ici, le cas i) ne peut pas se produire. En effet, J = (f,g) avec g élément H-général de I, en
particulier v-superficiel, donc sur Sy, on a ’égalité :

Dg:DIa

entre la partie exceptionnelle Dy de la transformée totale de (g) sur St et le diviseur de
Cartier Dy défini par 1 OS_I'

Or la composante divisorielle de J 057 est l'idéal définissant le diviseur mingey Dy,
(o0t min représente le diviseur avec la plus petite multiplicité sur chaque composante du
diviseur exceptionnel). Comme J C I, pour tout h € J, on a Dy > Dy et on a vu que
D, = Dy.

5.i.e. dans Og; p tous les idéaux premiers associés & JOg, p sont de hauteur 1, mais au moins I'un
d’entre eux n’est pas principal (i.e. cet idéal définit un diviseur de Weil, qui n’est pas de Cartier)
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Ainsi Dy = Dy est un diviseur de Cartier, et représente la composante divisorielle de
JOg,, ce qui exclut le cas i).
b) Donc les points bases éventuels de J OS sont les points P tels que J OS _p ait une
composante m-primaire, ce qui est equlvalent a ce que les transformées faibles (Cf §2.4.4):

(af + Bg)* = (e1)*(af + Bg) — Dr,

passent toutes par P.
Si on considére plutot le pinceau de transformées faibles sur 1’éclatement (non norma-
lisé) St de I, c’est-a-dire les diviseurs sur S; définis par:

(er)*(af + Bg) — &r,

ot & est le diviseur défini par IOg,, et qu’on note n : S — S la normalisation, on va
montrer au c¢) qui suit qu’il est équivalent de montrer que Q = n(P) est un point commun
a toutes ces transformées faibles sur St.

c) En effet, il est clair que la condition du b) sur St implique celle sur S7, on s’intéresse
donc a la réciproque.

On rappelle d’abord que d’aprés le § 1.1.2, en fixant des générateurs (ho,...,h,) de
I'idéal I, on associe a chaque élément h € I un hyperplan H(J} de 'espace projectif P, tel
que, si h € I — I? les points d’intersection de (ey)*(h) — & avec le diviseur exceptionnel
& = |&1| coincident avec les points de HJQ nE.

Ainsi, ici, pour étudier les points d’intersection des transformées faibles (er)*(a.f +5g)—
Er avec le diviseur exceptionnel € = |Er| de Sy, il est équivalent de considérer l'intersection
avec £ du pinceau d’hyperplans:

H oy = 0 HY 4 5 H

puisqu’il est clair qu’on peut se limiter a a3 constants. Comme par hypothése (cf. avertis-
sement p. 107) les transformées strictes de f et g ne s’intersectent pas sur £, intersection
de H}(Q avec Hg ne sera non vide qu’en un point d’'une composante de £ incluse dans la
transformée faible de f i.e. incluse dans HJQ.

Soit donc @ un point d’une telle composante. Comme par hypothése g est H-général,
Iintersection de Hg avec la composante Eg de £ contenant () est transverse, et on en
déduit immeédiatement aussi que pour les aH(; + ﬁHS avec 8 # 0 l'intersection avec &
est aussi transverse, autrement dit que tous les af + Bg avec 8 # 0 sont des éléments
H-généraux de I.

On déduit alors de la remarque 3.2.7, que tous les points P; € n~!(Q) sont des points
des transformées (faibles = strictes, ensemblistement) de ces af + B¢ (5 # 0). Par ailleurs
en notant D; la composante exceptionnelle sur S; contenant P;, D; est une composante de
n~Y(Eq) et donc une composante de la transformée faible de (f) sur S; (qui est définie
comme n~1((f)#), si (f)* désigne la transformée faible sur Sy).

On vient donc de montrer que tous les points P; au-dessus de () sont des points bases
de J, c’est-a-dire qu’on a montré l'assertion du b).

d) Reste a dire qu’'un tel point ) commun & toutes les transformées faibles sur Sy existe
bien. Mais c’est direct avec le point de vue du c). Il s’agit de déterminer les points de &
communs & tous les ozHJQ + ﬂHg pour (a,3) € C2.

Or d’aprés Iétude du ¢), on sait que ces points correspondent exactement aux points
d’intersection de H 5(;) avec les composantes irréductibles de £ qui sont incluses dans H}Q.
Ces points d’intersection existent puisque I’hyperplan projectif H g rencontre chaque com-
posante irréductible de la courbe £. O
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Remarque 3.3.10. Dans la preuve du lemme précédent, on a montré bien plus que le
résultat annoncé dans le lemme. On a décrit précisément ’ensemble des points bases de
JOg . Retranscrite sur S cette description est la suivante: l'ensemble (fini) des points
bases de J (’)E est formé de points P réguliers sur St et D, et tel qu’on peut choisir des
coordonnées locales (u,v) centrées en P, pour lesquelles les transformées faibles des af + 3¢
s’écrivent :

af' (u)® + pu, (3.13)

ou v est ’équation de la composante exceptionnelle D; de D incluse dans la transformée
faible de f, u est Péquation de la transformée stricte de g et f(u,v) celle de la transformée
stricte de f.

Processus d’élimination des points-bases

D’aprés I’équation (3.13), on est ramené a I’étude des pinceaux de courbes en un point
régulier d’une surface (autrement dit, puisqu’on se place localement, de courbes planes),
qui est bien connue (cf. e.g. [Lé-We-1]), et on sait alors (cf. loc. cit.) qu’en un nombre fini
d’éclatements des points on peut éliminer le point base. On en déduit le corollaire suivant :
Corollaire 3.3.11.

Dans la situation de ['avertissement p. 107 et du lemme 3.8.9, si on note Pi,...,B,
Uensemble fini des points bases de J sur St, il existe une surface normale ¥ et un morphisme
o : ¥ — St composé d’éclatements de points réguliers tels que JOy. soit inversible. Par
propriété universelle de Uéclatement normalisé, il existe alors un morphisme T : ¥ — Sy
tel que le diagramme suivant commute :

Y (3.14)
/ \
T N\ O
AN
—_— *_
S St
E\{ er
S

ot on a noté o en pointillé pour rappeler que c’est une composition d’éclatements de points.

On donne dans la démonstration ci-dessous la description explicite de I’élimination d’un
point base.

Démonstration. Précisément, si on choisit un point base P, et un systéme de coordonnées
(u,v) comme dans la rem. 3.3.10, comme la transformée stricte f’(u,v) vérifie:

f'(00) #0,

(sinon les transformées strictes de f et g auraient une composante commune, et donc aussi
les courbes (f) et (g) sur (S,0) aussi, ce qui est exclu, car I'idéal J = (f,g) est m-primaire),
si on note:

[ =val f'(0,v),

le plus petit exposant de v apparaissant dans le développement en série de f/(0,v), on
peut effectuer une suite de k + [ éclatements de points lisses qui dans la terminologie de
[Sp-1] Déf. 1.6, sont tous de « premiére espéce » (on dit aussi « en ligne ») pour enlever le
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point base du pinceau. Cela signifie que pour ¢ = 1,... .k + [, les transformées strictes des
éléments Cy du pinceau, définis par:

Cyh:u+ )\ka’(u,v),
pour A # 0 se lisent toujours dans la carte dont les coordonnées (u;,v;) sont reliées aux
coordonnées (u,v) en P par:

vV = ;.

{“:“Wi (3.15)

Et aprés ces s = k + [ éclatements de points, la transformée stricte de:
Cxt u+ XoF f/(u),

qui est calculée dans les coordonnées (us,vs) définies par:

U = UV,

V= s
passe par le point (—\,0) de la derniére composante exceptionnelle créée c’est-a-dire 'axe
vs = 0. O

Etude de la contraction de ¥ — S

On expose dans le lemme suivant les principales propriétés de la contraction 7 : ¥ — S
que l'on utilisera pour la démonstration de notre théoréme principal (thm. 3.3.8).

Lemme 3.3.12. On conserve les notations du cor. 3.5.11.

i) Si on note Dp, la composante irréductible du diviseur exceptionnel de ST qui contient
le point base P;, et D;Di sa transformée stricte sur X3, alors le morphisme :

7: ¥ =Sy,

contracte chaque composante D;Di sur un point Op, de Sy.

ii) Si on note (f)’S—J la transformée stricte de (f) sur Sy, alors tous les points Op, se

trouvent aussi sur cette transformée stricte (f)’s—
J

iii) Si on suppose maintenant que le nombre de Milnor pu(f) est égal a la valeur pr du
thm. 5.3.3, alors le point Op, est un point lisse sur Sj.

Démonstration. On note ici par P P'un des P; et de méme Dp et D', plutdt que Dp, et
D;Di.
i) D, est contractée par T sur un point de Sy.

Soit X une résolution des singularités de ¥ et DY, la transformée stricte de Dp sur X.
On peut reformuler la proposition 3.2.18, en disant que D', est contractée sur un point de
S si, et seulement si, les transformées strictes des éléments H-généraux (d’un suffit) de .J
ne passent pas par D’.

Cependant, on a pris g élément H-général de J et la transformée stricte de (g) sur Sy
passe par P € Dp, mais d’aprés ’équation (3.13), on sait qu’aprés un éclatement du point
P, les transformées strictes de (g) et de Dp ne s’intersectent plus.

Ainsi, D7, n’intersecte pas la transformée stricte de I’élément H-général g de J, et
d’aprés la prop. 3.2.18, cela signifie bien que DY est contractée sur un point de S7.
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ii) Op se trouve sur (f)’S—J

On utilise la description de la suite d’éclatements de points définissant o donnée dans la
preuve du corollaire 3.3.11, et les notations correspondantes: sur X, D), est la transformée
stricte de la composante Dp, et soient D1, ...,Dy les s courbes exceptionnelles (isomorphes
a IP’}C) créées par les s éclatements de points considérés loc. cit.

Le corollaire cité donne en fait, par le méme argument qu’au i) précédent, que toutes
les composantes D'y, Dy, . ..,Ds_1 sont contractées sur le point Op par T : % — S7.(%)

On rappelle aussi qu’on a noté f'(u,v) 'équation de (f)ig—l en P (qui est un point lisse),
et [ la valuation de f’(0,v). On remarque alors que:

la transformée stricte (f)% ne peut passer que par D, D1, ...,D;. (3.16)

En effet, aprés les | premiers éclatements de points dans les cartes considérées au (3.15), la
transformée stricte de (f’) ne passe plus par lorigine (point de coordonnées (u,v;) = (0,0))
qui est éclatée pour obtenir Djyq, d’ou lassertion (3.16) sur (f)%.

Comme f n’est pas v-superficiel, le k apparaissant dans (3.13) est non nul, et comme
s=r+k, ona

r<s-—1,

et donc par (x), la transformée stricte ()5, ne passe que par des composantes contractées
sur Op d’ou le ii).
iii) Op est un point lisse de Sy

L’hypothése g H-général donne que les f + tg pour ¢t # 0 assez petit (disons t € D,
pour un petit disque D centré en 0) sont aussi H-généraux dans I, et donc:

p(f +tg) = pr pourt €D — {0},

alors avec I'hypothése u(f) = ur, la famille (f + tg) est & p constant pour t € D, et donc
d’aprés le thm. 3.1.17, la famille définie par f/g : S; — IP’}C admet une résolution simultanée
faible au-dessus de D C ]P’(lc.

En particulier, la surface S; est lisse au voisinage de l'intersection de ( f)’S—J et du
diviseur exceptionnel, i.e. le point Op est un point lisse. [l

Critére de Castelnuovo pour les résolutions minimales

La preuve proprement dite du théoréme 3.3.8 va consister a regarder quelles sont les
courbes qui se contractent sur Sy.

On rappelle pour cela le théoréme suivant, qui caractérise les résolutions minimales
pour les surfaces :

Théoréme 3.3.13. Une résolution m : X — (S,0) d’une singularité de surface normale
est minimale si, et seulement si, le diviseur exceptionnel m=1(0) n’a aucune composante
irréductible E qui soit une courbe rationnelle lisse (i.e. isomorphe a PL) d’auto-intersection
(—1). Dans ce qui suit, on appellera courbe (—1) une telle courbe rationnelle lisse d’auto-
intersection (—1).

On renvoie e.g. a [La-1] Chap. 5 pour la preuve, qui consiste d’une part & montrer qu’on
peut toujours contracter une courbe (—1) sur un point lisse (critére de Castelnuovo), et
d’autre part, qu’une fois qu’il n’y a plus de courbes (—1) on a bien la résolution minimale
au sens ol toute autre résolution se factorise par celle-ci.
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Démonstration du théoréme 3.3.8

Résumé —Comme indiqué dans le paragraphe précédent, la démonstration va consister
dans Uétude de la contraction sur Sy de composantes exceptionnelles, et en supposant par
Uabsurde que f est un élément v-superficiel avec p(f) = pr, a montrer qu’un ensemble
de composantes exceptionnelles ne contenant aucune courbe (—1) se contracte en un point
lisse, ce qui sera en contradiction avec le thm. 3.3.13 rappelé ci-dessus.

a) Notations — On garde toutes les notations de I’avertissement page 107, du cor. 3.3.11
et du lem. 3.3.12 précédents. En particulier f est un élément non v-superficiel de I, et g
est un élément H-général de I, tel que J = (f,g) est m-primaire.

On introduit en outre les applications suivantes:

r[:X[—>S_1,

et,
r: X — %,

définies comme les résolutions minimales des singularités de St et ¥ respectivement.
Comme le morphisme o : ¥ — S est une suite d’éclatements de points lisses, et que
et ry sont des isomorphismes aux voisinages de ces points, on définit, correspondant & o,
un morphisme :
o:X — Xy,

défini par la suite d’éclatements des points correspondants au-dessus de X;, donc tel que
rrog=ocor.
Enfin, on notera 7 I'application composée :

T=T1or: X — 5.
Ainsi, on a le diagramme suivant, ot toutes les compositions commutent :

X (3.17)

N
N O
—_— {_
Sy ST
N
S

b) Classification des composantes exceptionnelles — Notons encore par 7y la composée
mri=¢rorr: Xr — S, et |7, 1(0)| = U™, Di U Uj=1 Fj les composantes exceptionnelles
de X7 au dessus de S, ou les D; sont les transformées strictes par r; des composantes
exceptionnelles sur St et les F}; sont les composantes exceptionnelles de la résolution r;.

On choisit de noter Dq,...,Dy les composantes contenant les points bases Pi,...,0,
donnés au corollaire 3.3.11 (en répétant une composante si elle contient plusieurs points
bases P;), et D;, i > b les composantes restantes.

Sii < bet D; C Xy contient un point base P; de J, on note D; ¢ la transformée stricte
de D; sur X et D;1,...,D;,, les courbes exceptionnelles au-dessus de P; dans X pour le
morphisme .
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Considérons alors la composée m =efooor: X — S, et le diviseur exceptionnel (ou
on note a l'identique les transformées strictes des D; pour j > b+ 1 et des F})

. B b s; N m | n |
=)= Upi;u U piulF.
j=1

i=17=0 i=b+1

c¢) Auto-intersection des composantes considérées:
i) Sur X7: par minimalité de la résolution rr, les Fj ne sont pas des courbes (—1) pour
tout j. Pour les autres composantes exceptionnelles, on sait seulement que DZ-2 < —1 (cf.
e.g. [La-1] IV).
ii) Sur X : on sait encore que les F; ne sont pas des courbes (—1) et comme D;( provient
de I’éclatement d’au moins un point lisse, on a aussi Dzo < Di2 —1< =2, et les Dz’%j = -2
pour j =1,...,s; — 1 (courbes exceptionnelles dans une suite d’éclatements en ligne).

d) Ainsi, les seules composantes de 7~1(0) pouvant étre des courbes (—1) sont les:
a) D, pouri=1,....b oubien [)D;pouri>Db+1.

e) Aucune des composantes données au d) n’est contractée sur un point de Sy par 7.

On utilise la prop. 3.2.18: dans le cas «), D;s, porte les transformées strictes des
éléments g +tf (cf. preuve du lemme 3.3.12, ii)). Dans le cas 3), sur Sy la composante D;
ne contient pas de point base de J donc est coupée par des éléments H-généraux de J en
des points lisses, c’est donc aussi le cas sur X car r; o ¢ est un isomorphisme au voisinage
de ces points.

f) Supposons maintenant que p(f) = py.

Alors d’aprés le lemme 3.3.12 iii), le morphisme 7 contracte une composante de 7~1(0)
sur un point lisse de S;. Or d’aprés e), parmi les courbes contractées sur Sy, il n'y a pas
de courbe (—1), d’ou la contradiction, et le théoréme 3.3.8. O

3.3.4 Cas de la dimension supérieure

Comme indiqué dans 'introduction de ce chapitre, 'implication: f non wv-superficiel
dans I entraine u(f) > ps, au sens ou uy est le nombre de Milnor minimum des éléments
de lidéal I, garde son sens pour un idéal m-primaire I de l'anneau local Ox o d’une
singularité d’intersection compléte (X,0) de dimension quelconque.

Cependant, la preuve donnée au § 3.3.3 utilise des arguments spécifiques a la dimension
deux (critére de Castelnuovo par exemple).

En fait, dans le cas particulier de I'idéal maximal, on peut donner une preuve du méme
résultat pour les hypersurfaces de dimension quelconque, qui est une conséquence d’un
théoréeme de B. Teissier. On rappelle d’abord (cf. [Te-72]) que pour un germe d’hypersurface
(X,0) de (C™*1,0), on définit 1¢(X,0) comme le nombre de Milnor d’une section suffisament
générale de (X,0) par un sous-espace linéaire de dimension i de (C"*1)0).

En notant p* la suite des p’, B. Teissier a prouvé dans [Te-77] (appendice thm. 2)
le théoréme suivant, que l'on peut résumer en disant que pour les familles de sections
hyperplanes d’une hypersurface, « p constant » entraine « p* constant » :

Théoréme 3.3.14. Soit (X,0) C (C"T10) un germe d’hypersurface a singularité isolée.
Soit H un hyperplan de (C"*1,0). Si u(X N H,0) est minimum (et donc égale par définition
(X)) alors tous les (X N H,0) = p*(X) pouri=1,...,n.

En particulier, u!(X,0) est la multiplicité e(X,0). En utilisant 1’équivalence entre e-

transverse et v-superficiel (cf. le corollaire 2.2.8), on obtient le corollaire annoncé:
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Corollaire 3.3.15. Soit (X,0) un germe d’hypersurface a singularité isolée et m [’idéal
maximal de Ox . Un élément f € m a nombre de Milnor minimum est v-superficiel.

Preuve: Tous les arguments ont été donnés avant le corollaire : on peut voir la section définie
par f comme une section hyperplane X N H (en choisissant le plongement de (X,0)). Alors
le théoréme précédent dit en particulier que p!(X,0) = p'(X N H,0), ce qui se traduit
en disant que e(X,0) = e(X N H,0) ou encore en terme de multiplicités d’idéaux que
e(m,Ox o) = e(m/(f),Ox,0/(f)) et d’aprés la caractérisation du corollaire 2.2.8, f est
v-superficiel. O
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Annexe A

Schémas projectifs

La construction de I’éclatement d’un idéal qu’on rappelle au § 1.1.1 s’exprime de ma-
niére naturelle dans le langage des schémas projectifs. A cause de 'usage intensif de ces
constructions fait aux chapitres 1 et 2, et pour faciliter les références, on a jugé utile
d’inclure cet appendice présentant les constructions de base sur ces schémas projectifs.

On suppose le lecteur familier avec le langage des schémas tel qu’il est exposé (par
exemple) dans [Ii] § 1, [E-H| § 1, ou bien str [EGA]| I, en particulier avec la notion de
schéma affine Spec A associé & un anneau A (commutatif, unitaire).

Les notions projectives suivantes sont exposées avec bien plus de détails dans [Ii] § 3,
|[E-H| § 3, et [EGA] II § 2, que 'on utilisera comme références.

A.1 Structure de schéma projectif

On rappelle d’abord la définition suivante :
Définition A.1.1. Sion a un anneau gradué (en degrés positifs) :

A= @ A, (A.1)
neN

on note Proj A I'ensemble des idéaux premiers homogénes de A ne contenant pas 1'idéal
« irrelevant » ! :

n>1
et on munit Proj A de la topologie dont les fermés sont les ensembles :
V(I)={pe€ProjAp>I}, (A.3)

ou I parcourt I’ensemble des idéaux homogénes de A.

Si A est un anneau gradué, et si f est un élément homogene de A, I'anneau Ay, formés
des fractions a/f* pour a € A, est également gradué en définissant, si a est un élément
homogéne de A, le degré de a/f* comme deg(a) — kdeg(f).

Définition A.1.2. Si f est un élément homogéne de A, la composante homogéne de degré 0
de I'anneau des fractions Ay est notée A(y) (dans [EGA] II) 2 Cest-a-dire:

A(f) = {a/fd,a, € Ayd e N},

1.1l s’agit 1a d’un anglicisme qu’il faudrait, en suivant D. Perrin (cf. [Pe] I1.4), traduire par « inconve-
nant »

2. pour les autres références citées, les notations sont Ay dans [Ii] et (A[1/f])o dans [E-H]. Il faut dire
que la notation A(sy présente une ambiguité dans la situation suivante: si p = (f) est un idéal premier
Ay = A, désigne aussi 'anneau local au point p de Spec A.
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on appellera cet anneau le localisé homogéne de A par f.

On définit alors une structure de schéma sur I’espace topologique Proj A de la maniére
suivante (cf. e.g. |li] Lem. 3.1):
Lemme A.1.3. Si A est un anneau gradué (en degrés positifs) et f € A est un élément
homogeéne de A, on peut considérer l'ouvert D (f) de Proj A défini par:

D.(f) = Proj A\ V(f) = {p € Proj A, p # f}. (A4)

Les propriétés suivantes permettent de mettre sur Proj A une structure de schéma :
i) les ouverts D4(f), pour f homogéne dans A, recouvrent Proj A (en fait il suffit de
prendre une famille (f;) engendrant A comme Ag-algébre)
ii) lapplication ¢y de D, (f) dans Spec Ay (ot Ay est le localisé homogene de la
définition A.1.2), définie par:

Yr:pe Dy(f) = (pAg) N Agp),

est un homéomorphisme,
iii) pour tout couple f,g d’éléments homogénes de A, les applications ¢ et 1y coincident
sur Uintersection D4 (f) N D4 (g) = D4(fg).
Remarque A.1.4. Contrairement au cas des schémas affines, deux anneaux gradués non

isomorphes peuvent définir le méme Proj. Par exemple, en notant A = & A,, si A, =0
neN
pour n > ng, il est facile de voir que Proj A est vide.

Réciproquement, si on suppose que A est une Ag-algébre de type fini, on vérifie que
Proj A = () implique que A, = 0 pour n assez grand (cf. [li] Prop. 3.1). Un tel anneau
gradué A est dit (TN) (notion que I'on retrouvera pour les modules a la définition A.6.2).

A.2 Sous-schémas fermés

On voit apparaitre, a travers le lemme A.1.3 précédent, un trait particulier important

du langage des schémas projectifs, a savoir qu’on dispose le plus souvent d’une double
description: I'une globale (dans I'anneau gradué), autre locale (dans les localisés homo-
génes). Cest en particulier le cas pour la description des sous-schémas fermés d’un schéma
projectif Proj A (cf. e.g. [Ii] § 3.4 pour les lemmes suivants) :
Lemme A.2.1. Si A est un anneau gradué en degrés positifs (cf. (A.1)), a chaque idéal
homogéne I de A ne contenant pas l'idéal irrelevant Ay (cf. (A.2)), on associe un sous-
schéma fermé de Proj A, en associant a I le sous-espace fermé V(I) de la déf. A.1.1, et en
définissant la structure de schéma sur V(I) dans chaque carte affine Dy (f) = Spec Ay
comme le sous-schéma fermé de Spec Ay associé a l'idéal :

TArNApy. A5
f (f)

Désormais on notera V(I) le sous-schéma de Proj A défini par I, qui est isomorphe a
Proj A/I, (et non plus seulement le sous-espace topologique défini au (A.3)).

Mieux, comme dans le cadre affine, tous les sous-schémas fermés de Proj A sont associés
a un idéal homogéne I de A, mais & la différence du cas affine, cet idéal homogéne n’est
pas déterminé de maniére unique :
Lemme A.2.2. Soit A un anneau gradué, qui est une Ag-algébre de type fini. Si'Y est un
sous-schéma fermé de Proj A, il existe un idéal I homogeéne tel que Y = V(I) au sens du
lemme précédent. La encore, (cf. rem. A.1.4) deuz idéaux homogénes distincts I, J peuvent
définir le méme sous-schéma Proj A/I = Proj A/J (c’est bien sir le cas si les composantes
homogénes I, et J, coincident pour n > ng).
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A.3 Un morphisme canonique

On renvoie e.g. a [li] Prop. 3.5 pour une preuve du résultat suivant :

Proposition A.3.1. Si A est un anneau gradué qui est une R-algébre graduée de type fini
(p-ex. pour R = Agy), le morphisme structural :

Proj A — Spec R,
p—pNR,

est un morphisme fermé. Mieux, ce morphisme structural est propre (c’est-a-dire, par dé-
finition, séparé, de type fini et universellement fermé, cf. [Ii] p. 90 et p. 92).

A.4 Morphismes de schémas projectifs
Définition A.4.1. A un morphisme gradué d’anneaux gradués:

¢a : @ ATL - @ an
neN neN

on associe (cf. [Ii] § 3.2 ou [EGA] II (2.8)) un morphisme:

¢ : G(¢) C Proj B — Proj A,
g (¢")"'(a)-

ot G(¢) est ouvert de Proj B complémentaire du sous-schéma fermé défini par l'idéal
homogéne :
(A4).B = ¢*(A4).B,
et Ay est l'idéal irrelevant @ A,, (cf. (A.2)).
n>1
En particulier si 'on s’intéresse a la condition G(¢) = Proj B entier, le résultat cité a
la remarque A.1.4 donne ici:

Lemme A.4.2. Avec les notations de la définition précédente, le morphisme ¢ est défini
sur Proj B entier, si et seulement si, le fermé de Proj B défini par V((A).B) est vide. Si
on suppose en outre que A et B sont des algébres de type fini sur Ag, resp. By, d’apres la
remarque A.1.4, cette condition est équivalente & ce que les composantes de degré n > ng
du quotient B/(A+)B soient nulles, c’est-a-dire a l’égalité :

Vn > ng, [(Ay).Bln = Bn,

entre composantes homogénes de degré n.

A.5 Cas particulier des plongements fermés

Le lemme suivant est une conséquence évidente de la construction du § A.4, que I'on
utilisera trés souvent :

Lemme A.5.1. Avec les notations de la définition A.4.1, si ¢* : A — B est une surjection
d’anneaur gradués, alors le morphisme associé ¢ est défini sur Proj B entier, et c’est un
plongement fermé de Proj B — Proj A (i.e. un isomorphisme sur son image, qui est un
sous-schéma fermé de Proj A).
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Preuve: Le fait que G(¢) = Proj B entier est donné par le lemme A.4.2, et I'isomorphisme
B ~ A/ker(¢®), ou I = ker(¢*) est un idéal homogene de A donne la seconde assertion
(cf. lem. A.2.1). 0

La définition suivante est surtout une mise au point terminologique:

Définition A.5.2. Soit ¢% : A — B une surjection (graduée) d’anneaux gradués, et
¢ : Proj B — Proj A le plongement fermé associé (cf. le lemme précédent).

Si I est un idéal homogeéne de A, et F' = V(I) est le sous-schéma fermé de Proj A
correspondant & I (cf. lem. A.2.1), alors la préimage schématique ¢~ (F) sera aussi no-
tée (suivant le contexte) ¢*(F), et appelée pull-back de F sur Proj B, ou encore notée
(Proj B) N F et appelée intersection schématique de Proj B avec F.

En terme d’équations, si I'idéal I est engendré par les éléments homogenes (fi,...,fm)
de A, alors la préimage ¢~'(V(I)) est le sous-schéma fermé V(¢%(f1),...,0%(fm)) de
Proj B.

A.6 Modules M sur Proj A

On renvoie e.g. a [EGA] II §2.5 pour la construction suivante:

Définition A.6.1. Si A est un anneau gradué en degrés positifs (cf. (A.1)), et M =

@ M, est A-module gradué, et si on note X = Proj A, on associe & M un faisceau M
neL

de Ox-modules cohérents (qui coincide dans chaque carte affine Xy = Spec A s avec la
construction, affine, du Ox -module cohérent ]T/I\(f/)) Cette construction est fonctorielle,
c’est-a-dire qu’a un morphisme gradué de degré 0:

u:M — N,
entre deux A-modules gradués, correspond un morphisme de Ox-modules:

Suivant [EGA] II (2.7.2) on introduit la définition :
Définition A.6.2. Si M est un A-module gradué, on dira que M est (TN) s'il existe un

entier ng tel que M,, = 0 pour n > nyg.

Il est alors facile de montrer le résultat suivant ([EGA] II (2.7.3)):

Proposition A.6.3. Si M est un A-module gradué de type fini, alors : M = 0 si, et
seulement si, M est (TN).

Corollaire A.6.4. On introduit encore la terminologie suivante: un morphisme u : M —
N de modules gradués est dit (TN)-injectif (resp.(TN)-surjectif), si et seulement si son
noyau (resp. son conoyau) est (TN). Enfin on dira qu’un u est un (TN )-isomorphisme s’il
est (TN )-injectif et (TN )-surjectif.

Par exactitude du foncteur ™ de la déf. A.6.1, on déduit de la proposition précédente
que, pour un morphisme gradué de degré 0, u : M — N entre A-modules gradués de type
fini, le morphisme associé 1 : M — N est injectif, (resp. surjectif, resp. un isomorphisme)
si, et seulement, le morphisme u est (TN)-injectif (resp. (TN)-surjectif, resp. un (TN)-
isomorphisme).
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A.7 « Bons » anneaux gradués

A plusieurs reprises dans les constructions précédentes est apparue la condition de
finitude: A est une Ag-algébre de type fini.

Comme A = Ap[A4] cette condition est équivalente a ce que I'idéal irrelevant A (défini
au (A.2)) soit de type fini (cf. [EGA| IT (2.1.4)).

En fait, lorsqu’on étudie les faisceaux (dit de Serre) Ox(n) := Z(\;) (cf. [EGA] 1T 2.5)
sur X = Proj A associés aux A-modules A(n) dont la composante de degré k A(n)y est:

A = Anyk, (A.6)

on utilise aussi ’hypothése que A est engendré par les éléments de degré un, pour montrer
que ces faisceaux sont inversibles (cf. loc. cit).
Aussi peut-on dire, en suivant [li] §3.3, a) que:

Définition A.7.1. Un anneau gradué A = @ A, est un « bon anneau gradué pour faire
neN

de la géomeétrie » 3, 'il vérifie les conditions suivantes :
i) Ap est un anneau noethérien,
ii) Iidéal A4 a un nombre fini de générateurs,
iii) Ay est engendré par ses éléments de degré un.

3. évidement, c’est un dénomination abusive: ces hypothéses de finitude ne sont pas nécessaires pour
tous les résultats, surtout celle sur les générateurs en degré un. Voir aussi [Go-Wa] Chap. 5 ou, méme pour
I’étude des faisceaux de Serre, la condition d’engendrement en degré un est remplacé par une condition
plus faible. Mais elles seront vérifiées dans le cadre qui nous intéresse ici, qui est celui du § 1.1.1.
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Annexe B

(Questions de dimensions

Par rapport au cadre classique des schémas de type fini sur un corps, le cadre général
choisi pour I’étude des éclatements dans les chapitres 1 et 2 nécessite une certaine prudence
pour obtenir les résultats « naturels » de dimension d’espaces éclatés, et de diviseurs sur
les schémas considérés.

Cela a déja été observé au § 1.1.6 ol on a vu que la dimension de chaque composante
de l'espace total S7 de I'éclatement d’un idéal I dans un anneau R était cependant direc-
tement controlable a partir de celle des composantes de Spec R, dés que l'on supposait R
universellement caténaire (cor. 1.1.21 i) et ii)).

Assez étonnamment, on montre ici (§ B.1) qu'on peut facilement contourner cette hy-
pothése de caténarité et retrouver le méme résultat pour la dimension des composantes de
St sans 'hypothése R universellement caténaire!

En revanche, les résultats sur la dimension du diviseur exceptionnel £ annoncés au iii)
du cor. 1.1.21 sont plus délicats.

On montre ici au § B.2 comment, pour passer d’un résultat sur la dimension de 1’espace
total & St a celle du diviseur de Cartier &y, il faut d’une part se garder de croire qu’en général
un diviseur de Cartier est toujours de dimension « un de moins », (cf. 'exemple B.2.2)
mais que d’autre part on peut ici conclure encore pour les schémas projectifs au-dessus
d’un anneau local universellement caténaire (cf. prop. B.2.6).

Le § B.3 introduit (suivant [EGA]) la notion de schéma biéquidimensionnel pour prouver
la proposition B.2.6: sur un schéma biéquidimensionnel, les sous-schémas de Cartier sont
équidimensionnels de dimension un de moins, et donc montrer B.2.6 revient & montrer cette
propriété de biéquidimensionnalité pour les espaces Proj A avec Ay local (universellement
caténaire), ce qui est fait a la prop. B.3.6.

Une autre méthode pour obtenir un résultat sur la dimension de ’espace éclaté S; =
Proj B(I,R) et & = ProjG(I,R) consisterait a partir de résultats algébriques donnant
(sans hypothése sur I'anneau R noethérien) la dimension de Krull des anneaux B(I,R)
et G(I,R) rappelés au § B.4: cela donne bien stir la dimension des cones Spec B(I,R) et
SpecG(I,R).

Mais ensuite, si R/I est de dimension positive, il n’est pas si facile de passer de la
dimension de ces cones a celle des Proj correspondant.

B.1 Dimension de ’espace total de I’éclatement

On montre ici, de maniére alternative a la preuve donnée au § 1.1.6, comment on
peut donner la méme conclusion qu’au corollaire 1.1.21 sans supposer R universellement
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caténaire. 1

Minoration de dimProj A par dim Ag

On rappelle le résultat suivant pour les morphismes surjectifs, fermés, sans hypothése
de caténarité :
Proposition B.1.1 (cf. [EGA] IV (5.4.1)). Soient X et Y deur schémas localement
noethériens, et f: X — Y un morphisme. Si f est surjectif et fermé (resp. ouvert) alors
on a:dimX >dimY.

(11 ne suffit pas d’avoir un morphisme surjectif : cf. contre exemple dans loc. cit. (5.4.3)).

La proposition précédente s’applique immédiatement au cas du morphisme structural
Proj A — Spec Ay des schémas projectifs (cf. § A.3.1), & condition que ce morphisme soit
surjectif:

Corollaire B.1.2. Soit A = @ A, un anneau gradué noethérien (i.e. Ay noethérien et
neN

A est une Ay algebre de type fini). Si on suppose que le morphisme structural Proj A —
Spec Ay est surjectif, alors on a:

dim Proj A > dim Ag.

Le corollaire s’applique au cas des éclatements: on peut méme 'appliquer composante
par composante : si R est un anneau noethérien et Min(R) = {p1, ... pn} est ensemble des
idéaux premiers minimaux de R, alors si I ¢ p; on a une surjection fermée (les notations
sont celles du § 1.1.6):

(S1)i — Spec R/p;,

et en appliquant le corollaire B.1.2, on obtient :
dim(Sy); > dim R/p;, (B.1)

sans hypothése de caténarité.
Mais autre inégalité :

est facile (cf. e.g. [HIO| (12.14)).

On en déduit donc la:
Proposition B.1.3. On a la méme conclusion qu’au corollaire 1.1.21 i) et ii)) sans suppo-
ser l'anneau R universellement caténaire : 4 savoir que pour chaque composante irréductible
Spec R/p; de l’anneau noethérien R, telle que I ¢ p; la composante irréductible (St); cor-
respondante dans ’éclatement de I a méme dimension que R/p;.

B.2 Dimension des sous-schémas de Cartier

On se demande dans ce paragraphe a quelle condition un sous-schéma de Cartier (cf.
déf. 1.1.3) d’un schéma X équidimensionnel de dimension d est équidimensionnel de dimen-
sion d — 1. Cette question intervient au § 1.1.6 pour déduire du résultat sur la dimension
de I’éclatement Sj celle du diviseur exceptionnel £;. Dans le cas du diviseur exceptionnel
de I'éclatement d’un idéal m-primaire cette question est élémentaire (cf. lem. B.2.4 infra).
Le cas général fait 'objet de la proposition B.2.6.

Le cas le plus facile est bien str le cas des anneaux locaux (cf. e.g. |[Ei] 10.9):

1. au cas ou cela pourrait servir...



B.2. DIMENSION DES SOUS-SCHEMAS DE CARTIER 123

Lemme B.2.1. Si A est un anneau local noethérien équidimensionnel, si on note Min(A)
I’ensemble des idéaux premiers minimaux de A, et f est un élément de A tel que f & p; pour
tout p € Min(A), alors on sait que A/(f) est équidimensionnel de dimension dim(A) — 1.

On donne ici (suivant [EGA| IV 5.2.5) un exemple d’'un anneau A noethérien régulier
(évidement non local) avec un élément (f) tel que:

dimA/(f) = dim A — 2.

(Bien sir, si 'on considére un anneau non local non équidimensionnel, un tel exemple
est trés facile a construire, il suffit de faire passer f par une composante de dimension
petite cf. e.g. |Ei| ex. 10.8).

Exemple B.2.2. On considére R un anneau de valuation discréte?, d’idéal maximal (u),
et considére l'anneau A := R[T] des polynomes sur R. Alors dimA = 2 et si on pose

f=uT —1, le quotient A/(f) est de dimension zéro.

Preuve: Le quotient A/(f) = R[T]/(uT —1) est isomorphe & 'anneau localis¢ R,, de R par
la partie multiplicative engendrée par u. Comme ici (u) est 'idéal maximal de 'anneau
local R, I'anneau R, est le corps des fractions Frac(R) d’ou 'assertion sur la dimension. O

Cas des anneaux gradués

Dans le cas des anneaux gradués sur un anneau d’Artin, le lemme B.2.1 admet I'avatar
facile suivant :

Lemme B.2.3. Soit A= @ A, un anneau noethérien gradué ot Ag est un anneau d’Artin.
neN
Si on suppose que Spec A est équidimensionnel de dimension d et f est un élément

homogéne de A qui n’est dans aucun idéal premier minimum de A alors Spec A/(f) est
équidimensionnel de dimension d — 1.

En terme de schémas projectifs, toujours dans '’hypothése ot Ag est un anneau d’Artin,
la correspondance entre les composantes irréductibles du cone Spec A et celle de Proj A
donne immédiatement :

Lemme B.2.4. Soit A= @ A, un anneau noethérien gradué ot Ag est un anneau d’Artin.
neN
Si Proj A est équidimensionnel de dimension d et f € A est un élément homogéne

tel que dimProj A/(f) < dimProj A alors Proj A/(f) est équidimensionnel de dimension
d—1.

Il faut se garder d’espérer qu'un diviseur de Cartier d’un schéma projectif avec Ay de
dimension positive soit toujours de dimension « un de moins » car I’exemple B.2.2 s’adapte
immédiatement au cas projectif:

Exemple B.2.5. En considérant anneau B := A[X] et 'idéal homogéne fX ou A et f
sont ceux de ’ex. B.2.2, on obtient Proj B = Spec A, et aussi Proj B/(f.X) = Spec A/(f)
et donc:

dim Proj B/(f.X) = dim Proj B — 2.

Cas des anneaux gradués sur un anneau local

Cependant, pour les anneaux gradués sur un anneau Ay de dimension quelconque, on
a un résultat positif en supposant Ay local, universellement caténaire (c’est bien stir le
caractére local qui fait la différence) :

2. en particulier on peut prendre pour R le gentil anneau R := k[X](x) localis¢ de k[X] par Iidéal
maximal (X) avec k un corps!



124 ANNEXE B. QUESTIONS DE DIMENSIONS

Proposition B.2.6. Soit A = @& A, un anneau gradué avec Ay un anneau moethérien
neN
local, universellement caténaire. On suppose aussi que A est une Ag-algébre de type fini

(ce qui équivaut & A noethérien).
Si D est un sous-schéma de Cartier de P = Proj A, alors sur chaque composante
wrréductible P; de P, D N P; est équidimensionnel de dimension dim P; — 1.

De cette proposition, on déduit immédiatement le corollaire 1.1.21 iii) sur la dimen-
sion du diviseur exceptionnel &5 de 'éclatement d’un idéal, que 'on rappelle ici, pour la
commodité du lecteur:

Corollaire 1.1.21 iii) Si (R,m) est un anneau local noethérien de dimension d universelle-
ment caténaire, et I est un idéal de R, alors sur chaque composante (St); de dimension d;
de léclatement de I dans R, le diviseur exceptionnel £; est équidimensionnel de dimension
d; — 1.

B.3 Biéquidimensionnalité

Ce paragraphe étudie la notion d’espace biéquidimensionnel, en vue de la preuve de la
proposition B.2.6.

Définitions

Les définitions suivantes sont données dans [EGA| 0.14:

Définition B.3.1. i) Dans un schéma X, on appelle codimension d'un point z € X la
dimension de 'anneau local Ox ;.

ii) Un schéma X est dit équicodimensionnel si tous les points fermés x € X ont la méme
codimension.

iii) Un schéma X est dit biéquidimensionnel, s'il est caténaire (cf. la déf. 1.1.18), équi-
dimensionnel, et équicodimensionnel.
Exemple B.3.2. i) Le spectre d’'un anneau local est trivialement équicodimensionnel (un
seul point fermé).

ii) Les spectres des k-algébres de type fini, mais aussi de Z-algébres de type fini (cf. la
notion d’anneaux de Jacobson dans [EGA] IV §10, et [Ei] § 4.5)3 sont équicodimensionnels.

Caractérisation

La caractérisation facile suivante des schémas biéquidimensionnels (cf. [EGA] 0 14.3.3)
explique l'introduction de cette notion pour la preuve de la prop. B.2.6:
Proposition B.3.3. Un schéma X est biéquidimensionnel si, et seulement si, X est équi-
dimensionnel et, pour tout couple (A,B) de parties fermées irréductibles de X avec A C B,
on a l’égalité :
dim(B) = dim(A) + codim(A,B). (B.3)

En particulier, on déduit de cette caractérisation la propriété suivante :

Corollaire B.3.4. Si X est biéquidimensionnel, et Z est un sous-espace fermé irréductible
de X, alors Z est aussi biéquidimensionnel.

3. un anneau de Jacobson est un anneau ot tout idéal premier est intersection d’idéaux maximaux: on
montre (cf. [EGA] IV (10.4.6)) que toute algébre de type fini sur un anneau de Jacobson est un anneau de
Jacobson.
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(En effet, les fermés de Z étant des fermés de X, la condition (B.3) est vérifiée.)

Pour un sous-schéma de Cartier D d’un schéma X, d’aprés le théoréme de I’idéal prin-
cipal de Krull (cf. e.g. |Ei| 10.1), chaque composante irréductible de D est de codimension
un, donc la proposition B.3.3 admet aussi comme corollaire :

Corollaire B.3.5. 57 D est un sous-schéma de Cartier d’un schéma biéquidimensionnel
de dimension d alors D est équidimensionnel de dimension d — 1.

En particulier, ce corollaire redonne bien sir le lemme B.2.1 si on considére un anneau
local caténaire.

Application a la preuve de la prop. B.2.6

D’aprés le corollaire B.3.5, pour montrer la proposition B.2.6, il suffit de montrer qu’avec
les notations de cette proposition, chaque composante irréductible du schéma Proj A est
biéquidimensionnelle (et en fait il n’y a que I’équicodimensionnalité a vérifier).

On va déduire ce résultat de la proposition suivante, dont I’énoncé est une légére géné-
ralisation d’un énoncé de S. Kleiman et A. Thorup dans [KI-Th| (3.8):

Proposition B.3.6. Si f : X — Y est un morphisme de type fini de schémas (localement)
noethériens, si f envoie les points fermés de X sur des points fermés de Y, et si Y est
équicodimensionnel et universellement caténaire, alors chaque composante irréductible de
X est biéquidimensionnelle.

La proposition ci-dessus s’applique directement pour montrer B.2.6: on prend X =
Proj A, Y = Spec Ay, f : Proj A — Spec Ay est le morphisme structural (cf. A.3.1) et avec
les hypothéses de B.2.6, A étant une Ag-algébre de type fini, c’est bien un morphisme de
type fini, fermé (qui envoie donc en particulier les points fermés sur des points fermés).

Démonstration. (de B.3.6)

Soit £ € X un point fermé et soit X; une composante irréductible de X passant par x.
Il s’agit (seulement) de montrer que X; est équicodimensionnelle i.e. dim Oy, , = dim Xj.

Soit y := f(x) l'image de x par f, qui est un point fermé par hypothése, et soit
7 := f(X;) Padhérence de I'image f(X;) dans Y, encore irréductible.

Comme Y est équicodimensionnel (et caténaire), le sous-espace fermé irréductible Z
de Y est aussi équicodimensionnel (il suffit d’appliquer le corollaire B.3.4 a la composante
irréductible Y; de Y contenant Z:Y; est biéquidimensionnelle donc Z aussi).

Ainsi, au point fermé y € Z on a: dim Oz, = dim Z.
Comme Y est universellement caténaire, le sous-schéma, Z ’est aussi, et on a d’aprés la
formules des dimensions pour le morphisme f : X; — Z avec Z universellement caténaire

(cf. [EGA] IV (5.6.5.3)):

dim Oy, , =dim Oz, + f = dim Z + f,

ou f est la dimension de la fibre du point générique de Z.
Ainsi, dim Oy, , est indépendant du point fermé x € X; choisi, et donc dim Ox;, , =
dim X;. O

B.4 Dimensions des Spec et Proj d’anneaux gradués
Sans hypothése de caténarité sur un anneau noethérien R, le corollaire 1.1.21 (difficile)

admet l'avatar beaucoup plus facile suivant, si au lieu d’étudier les schémas Proj B(I,R)
et Proj G(I,R) (cf. loc. cit.) on étudie les « cones affines » Spec B(I,R) et Spec G(I,R).
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Précisément, on démontre assez facilement le résultat suivant (cf. e.g. [HIO| (9.7) ou
[Ei] Ex. 13.8):

Proposition B.4.1. Si R est un anneau noethérien et I est un idéal de R, alors:

i) 'anneau B(I,R) := R[It] admet comme idéaux premiers minimauz les idéauz pre-
miers B(I,p; C R) := p;R[t] N R[It] (c¢f. [HIO] 4.5) pour p; € Min(R) et donc les com-
posantes irréductibles du schéma Spec B(I,R) sont exactement les schémas Spec B((I +
pi)/pi,R) qui sont de dimension dim R/p; si I C p; et dim R/p; + 1 si I ¢ p;.

ii) Uanneav G(I,R) = @ I"/I"! a pour dimension le dimension mazimale dim Rp
neN
ot P parcourt les idéaur maximaur de R contenant I. En particulier si R est local,

dimG(I,R) = dim R (et on peut aussi dans ce cas montrer ’équidimensionnalité com-
posante par composante...)

D’une maniére générale, si A = @& A, est un anneau gradué, il n’est pas évident de
neN
passer de la dimension de Spec A & celle de Proj A:

a) non pas tellement a cause du fait que dans Proj A on ne considére que des idéaux
homogeénes car a cela il y a un remeéde (cf. e.g. [HIO] (9.1) ou [Ei] ex. 13.7): on considére
pour chaque p € Spec A le plus grand idéal homogéne contenu dans p, que 'on note H(p)
dont on vérifie immédiatement qu’il est encore premier, et qui s’il n’est pas égal & p entier
vérifie :

ht H(p) =htp — 1,

ce qui permet de relier les chaines d’idéaux premiers aux chaines d’idéaux premiers homo-
génes,
b) mais plutot parce, dans Proj A, on ne considére que des idéaux homogénes qui ne

contiennent pas I'idéal irrelevant AL = & A,.
n>1

Remarque B.4.2. Comme cité a la prop. 1.1.22, il y a bien sir un cas ol on a toujours:
dim Proj A = dim Spec A — 1, (B.4)

c’est le cas ou Ag est un anneau d’Artin. Mieux, dans ce cas, les composantes irréductibles
de Proj A et de Spec A se correspondent une & une et on a (B.4) pour chacune de ces
composantes irréductibles.

B.5 La dimension des fibres

Sans lien direct avec les discussions précédentes, on consigne ici pour référence le théo-
réme de semi-continuité de la dimension des fibres des morphismes dii & Chevalley tel qu’on
le trouve dans [EGA| IV (13.1.3):

Théoréme B.5.1.

Soit f + X — Y est un morphisme (localement) de type fini. Pour tout entier n,
Uensemble F,(X) des x € X tels que dim, f~1(f(z)) > n est fermé.

Au chapitre 2, on utilise en fait son corollaire pour les morphismes fermés (cf. [EGA]
IV (13.1.5):

Corollaire B.5.2.

Soit f : X — Y est un morphisme fermé localement de type fini. Alors pour tout entier

n lensemble des y € Y tels que: dim f~1(y) > n est fermé.
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Annexe C

Calculs avec Singular

Au chapitre 2, on a utilisé SINGULAR pour faire les calculs suivants : calculs d’anneaux
gradués G(m,R) et G(I,R), calculs de multiplicités d’anneaux G(m,R), et enfin calculs de
décompositions primaires. Dans [RES|, on a utilisé SINGULAR pour un calcul de normali-
sation (§ 1.2), et on ’a cité aussi a propos de la possibilité de calculer une résolution libre
d’un module (fin du § 2.2).

Pour mener & bien ces calculs, il est nécessaire de connaitre quelques notions sur 'al-
gébre commutative effective, assistée par ordinateur (“Computer algebra”). Sont notam-
ment fondamentales les notions d’ordre monomial et de base standard pour un tel ordre
monomial.

Pour les calculs dans les anneaux de polynoémes, qui sont ceux de la géométrie algé-
brique globale, ces notions sont bien connues et la littérature les concernant est aujourd’hui
fournie: a titre d’exemple, le livre de Cox, Little et O’Shea (|CLO]) fait de ces méthodes
algorithmiques un biais d’introduction a la géométrie algébrique élémentaire (voir aussi,
pour un panorama plus succinct, avec un lien avec la théorie des singularités, 'article de
O’Shea [O’S]). Elle trouvent aussi leur place dans les ouvrages généralistes (cf. le chap. 15
de [Ei]). La notion centrale y est celle de base de Grébner pour un ordre monomial.

Cependant, les ordres monomiaux considérés dans ces ouvrages, que 'on appellera
ordre globauzx, ne s’adaptent pas aux calculs dans les anneaux locaux (localisés d’anneaux
de polynémes ou anneaux de séries). Grace aux travaux de T. Mora (cf. [Mor|) & partir
de 1982, et a d’autres aprés lui (Greuel, Pfister, Grassmann..., cf. e.g. [Gr-2000]), des
algorithmes ont été développés permettant la détermination d’une base standard pour des
ordres monomiaux locaur (ou mixtes), ouvrant la voie & de nombreuses applications en
algebre locale : calcul de multiplicités locales, de nombres de Milnor, etc (cf. e.g. [Gr-2000]
pour une introduction, et le manuel de [GPS]).

Le lecteur désireux de se familiariser avec ces notions devra donc se reporter a ces
derniéres références (et & la collection REPORTS ON COMPUTER ALGEBRA ! de I'université
de Kaiserslautern), car je ne connais pas d’ouvrage de référence paru sur ces notions. 2

A titre d’exemple, on verra ci-dessous (§ C.2.2) que le calcul du cone tangent, qui est
possible (mais plus coliteux) avec un ordre global (cf. e.g. [Ei] 15.10.3), est la premicre
conséquence naturelle du calcul d’une base standard pour un ordre local, si bien que Mora
avait d’ailleurs donné a son algorithme le nom de Tangent Cone algorithm.

La détermination de l'anneau du céne normal G(I,R) pour un idéal I non maximal
demande un peu plus d’efforts: on expose ici (au § C.2.3) une méthode due & Mora (cf.

1. disponible sur http://wuw.singular.uni-kl.de/Reports_on_ca/
2. Cette lacune sera certainement comblée par la parution annoncée d’un livre intitulé A Singular Intro-
duction to commutative algebra, par G.M. Greuel, G. Pfister et al., cf. http://www.singular.uni-kl.de/.
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[Mor]) que I'on a utilisée pour le calcul de l'exemple 2.3.30.3

C.1 Ordre monomiaux et bases standard

C.1.1 Ordre monomial

Les définitions suivantes reprennent [Gr-2000] § 5 (voir aussi les références qui s’y

trouvent) :
On fixe un corps K, et un ensemble d’indéterminées x1,...,z,, et on utilise le multi-
indice a = (a1, ... ,0p) pour la notation z* = z{* ... x%", de sorte qu’on écrira aussi:

Klz] := K[z1,...,zy].

Définition C.1.1. Un ordre monomial > est un ordre total sur ’ensemble des monomes
{z%,c0 € N} satisfaisant :

% > 2P = 27 > 2577 pour tout , 8,7 € N”.

On appelle un ordre monomial > global (resp. local, resp. mizte) si x; > 1 pour tout i (resp.
x; < 1 pour tout i, resp. s'il existe des i tels que x; > 1 et des j tels que z; < 1).

La notion d’ordre monomial définie dans les manuels usuels (cf. [CLO| ou [Ei]) est celle
d’ordre monomial global; on remarquera qu’'un ordre monomial est global si, et seulement
si, c’est un bon ordre (tout ensemble admet un plus petit élément).

Définition C.1.2. Tout polynéme f € Klz|\ {0} peut s’écrire:
f=c+f,

avec ¢ € K \ {0} et o > o pour tous les exposants o’ apparaissant dans les monomes de
f’. On appelle monéme directeur (leading monomial ou Leitmonomial) du polynéme f, et
on note L(f), le monéme x°.

La particularité des ordres locaux (ou mixtes) provient de la construction suivante :

Définition C.1.3. Pour un ordre monomial > on définit le sous-ensemble multiplicatif :
Ss ={u € Klz1,...,x,],L(u) =1},

et la localisation de K[x] selon S, a savoir:
Loc K[z] := K|[z]s. = {g,f € Klx],u € S},

appelé l'anneau associé a l'ordre > sur K|x|.
On observe alors que Loc K[z] = K[z] pour un ordre global, et que pour un ordre local :

f

LOCK[.TJ] = {m,

feKlzl.g € (z1,...,2n)} (C.1)
c’est-a-dire que Loc K [x] est le localisé de K[z| par 'idéal maximal M = (z1,...,2,).
Alors, pour tout élément f/u € Loc K|[x] on définit encore son mondéme directeur
L(f/u) comme le monéme directeur de f, L(f).
Cela justifie les dénominations d’ordre global et local, car on va voir (déf. C.1.9) que
la notion de base standard pour un ordre < doit étre exprimée dans 'anneau Loc K|[z]
correspondant.

3. Je dois la connaissance de larticle [Mor| & Hans Schoenemann.
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Ainsi, on définit déja la notion d’idéal directeur comme un idéal de Loc K[z]:

Définition C.1.4. Soit > un ordre monomial sur K[z] et Loc K|[x] I'anneau localisé cor-
respondant suivant la déf. C.1.3. Pour un sous-ensemble G C Loc K[z]| (en particulier de
G C K]x]), on appelle idéal directeur de G, et on note L(G), I'idéal de Loc K [z]:

L(G) = (L(g),g € G\ {0}),

engendré par les mondmes directeurs des éléments de G (cf. déf. C.1.2, étendue & Loc K|[z]

ala déf. C.1.3).

C.1.2 Exemples d’ordres monomiaux

On décrit ainsi quelques ordres monomiaux classiques, avec leur dénomination dans
SINGULAR, ot ils sont implémentés (cf. [GPS|, appendice B.2).

Ordres globaux

Ces ordres sont désignés par deux lettres dont la seconde est p pour polynémes:
e 1p: l'ordre lexicographique, défini par:

* < 2P =31 <i<n:oar=01,...,0_1 = Fi_1,0; < ;. (CQ)
Ainsi, dans KJz,y,z] avec 1p, on a lordre suivant sur les variables
l<z<y<uz,

et tout monoéme z" est inférieur & un monéme contenant un y, qui lui-méme, s’il ne contient
pas de facteur en z, est inférieur & un monéme contenant un z (on dira a la déf. C.1.8 ci-
dessous, que c’est un ordre d’élimination par rapport aux premiéres variables).

e dp: l'ordre « degré + lexicographique renversé » défini par:

2% < 2P & deg(z®) < deg(z”) ou
deg(z®) = deg(z’) et 31 <i < n : (C.3)

Q= Bpy .oy Qi1 = Big1, 0 > B
Ainsi, dans K|z,y,z] avec dp on a l'ordre suivant:
2 2 2
l<z<<y<z<zr<yz<zz<y <zy<az®...

(et ainsi de suite en degrés croissants, on dira a la déf. C.1.6 ci-dessous qu’il raffine 'ordre
par le degré).

e Dp: lordre « degré + lexicographique » défini par:

1% < 2P & deg(z®) < deg(z”) ou
deg(z®) = deg(z’) et I1 <i<n : (C4)

o =P, i1 = Bimn, 0 < G
Dans K|z,y,z] avec Dp on a l'ordre suivant:
l<z<y<e<Z<yz<y’<zz<azy<a®...

(et ainsi de suite en degrés croissants).
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Ordres locaux

Leur désignation comporte deux lettres dont la seconde est s pour séries:
e 1s: l'ordre lexicographique négatif défini par:

< 2P =31 <i<n:o1=01,...,0_1 = Bi_1,0; > 5. (C5)
A titre d’exemple, dans K|[z,y,z] avec 1s, on a:
1>z>y>z

et pour tout entier n, 2" >y > x, etc.

e ds: l'ordre par « degrés inversées + lexicographique renversé » :

1% < 2P & deg(z®) > deg(z”) ou
deg(z®) = deg(z’) et I1 <i < n : (C.6)

Qn = By g1 = Big1, 0 > B
Ainsi, dans K[z,y,z] avec ds, on a:
I>e>y>z>a2>ay>y? >z >yz> 22, ...

(& degré fixé, pour un monome, plus on a d’exposant dans les derniéres variables, plus il
est petit!).

e Ds: l'ordre par « degrés inversés + lexicographique » :

2® < 2P & deg(z®) > deg(z”) ou
deg(z®) = deg(z’) et 31 <i < n : (C.7)
ar =P, -1 = Pic1, 05 < S

Dans l'exemple de K|z,y,z|, avec Ds, on a:

1>z>y>x>z2>yz>xz>y2>xy>x2>---

Déclaration d’anneaux dans Singular

Notation C.1.5. Dans SINGULAR, on commence toujours par déclarer 'anneau dans
lequel on travaille, sous la forme suivante :
ring R=c, (var) ,ordre;
pour déclarer un anneau R de la forme K[zy,...,z,], oi K est un corps dont la caracté-
ristique est donnée par ¢ (0 ou un nombre premier jusqu'a 32003), (var) désigne la suite
des indéterminées (z1,...,z,), et ordre désigne un ordre monomial (cf. les paragraphes
précédents).

Par exemple on déclarera:
ring R=0, (x,y,2),1lp;
pour un anneau R = K|[z,y,z] avec K de caractéristique zéro, et l'ordre lexicographique
1p.

On renvoie au manuel de [GPS] (§ 3.2 et appendice B) pour plus de précisions.
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C.1.3 Quelques propriétés des ordres monomiaux

Définition C.1.6 (Ordre raffinant le degré ou la valuation).

Sur K [x] on dispose de l'ordre partiel par le degré des polynomes. Les ordres dp, et Dp,
définis ci-dessus pour les monomes raffinent cet ordre partiel (contrairement & 1p).

En revanche, si < est un ordre local, Loc K[z] = K[x]() est formé des éléments des
fractions de la forme f/(1+ g) (cf. déf. C.1.3) et est donc inclus dans "anneau K[[z]] des
séries formelles, qui est muni d’un ordre partiel par la valuation val des séries.

Si on note M = (z1,...,x,) l'idéal maximal de Loc K[x] cet ordre correspond a la
fonction d’ordre associé & cet idéal i.e. val(f) = i si, et seulement si, f € M\ M+ (cf.
§ C.2.1).

Evidemment, pour les monomes, les notions de valuation et de degrés coincident! On
dira (par abus de langage) que les ordres ds et Ds définis ci-dessus raffinent l’ordre par la
valuation (en fait ils raffinent 'ordre «inverse» f < g <= val(f) > val(g)).

Remarque C.1.7. Cette notion d’ordre raffinant la valuation est centrale pour les calculs
de formes initiales pour I'idéal maximal (cf. § C.2.2), et donc de cones tangents, multipli-
cités, et polynémes de Hilbert-Samuel (cf. § C.3).

Définition C.1.8 (Ordre d’élimination).
Si on note S = k[z1,...,x,] et

T = S[yla cee aym] — ]C[CCl, ey pyYly - aym]a

on appelle ordre d’élimination sur T' par rapport aux variables yi, ... ,Ym, un ordre mono-
mial < sur 7" vérifiant la propriété suivante:

SifeTetL(f) e S alorsf € S.

A titre d’exemple, l'ordre lexicographique 1p défini ci-dessus sur 'anneau K[x1, ...,
est un ordre d’élimination par rapport a toute suite de « premiéres variables » (z1,...,z;).

En revanche, son pendant local 1s n’est pas un ordre d’élimination (car avec ls, 2™ >
x > xz", par exemple, car en terme de triplets (0,0,n) > (1,0,0) > (1,0,n) pour 1p).

On renvoie au § C.4.2, pour 'application de la notion d’ordre d’éliminations.

C.1.4 Notion de base standard

La définition suivante suit [Gr-2000] § 5 (on insiste sur le fait que cette notion est définie
pour les idéaux de Loc K|z]):

Définition C.1.9. Soit K[z] := Klzi,...,2,] muni d’un ordre monomial <, et R =
Loc K[z]| anneau localisé correspondant (cf. déf. C.1.3). Soit I C R un idéal. Un ensemble
fini G C I est appelé une base standard de I si, et seulement si, I'idéal L(G) engendré
par les monomes directeurs des éléments de G (cf. déf. C.1.2) coincide avec I'idéal L(I),
c’est-a-dire si pour tout f € I\ {0} il existe un g € G tel que L(g) divise L(f).

Si 'ordre monomial est global, une base standard pour < est aussi appelée une base de
Grobner.
Remarque C.1.10. Avec les notations précédentes, si G est une base standard de I pour
>, c’est en particulier un systéme générateur de 'idéal I (cf. e.g. [CLO] Chap. 2 § 5 Cor. 6
ou exercice 6).

Dans le cas des ordres globaux, le calcul d’une base standard repose sur un algorithme
da a Buchberger et exposé e.g. dans [Ei| §15.3 et 15.4.
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Dans le cas local, il faut se passer de la propriété de bon ordre des ordres globaux,
ce qui demande une adaptation de I'algorithme de Buchberger (voir les surveys [Mor]| et
|Gr-2000]). On retient le résultat ici:

Théoréme C.1.11.

Pour tout ordre monomial < sur Klx1,...,x,], en notant R = Loc K [x] l"anneau localisé
correspondant (cf. déf. C.1.3), pour tout idéal I = (f1,...,fm) de R, il existe un algorithme
donnant une base standard de I, formée de polyndmes g1, ...,9s dans K|z].

Cet algorithme a été implémenté dans SINGULAR, et on obtient une base standard avec
le code suivant: on commence par déclarer un anneau, avec un ordre monomial (cf. nota-
tion C.1.5), puis:
ideal I=f1,...,fm;
std(I); (donne la base standard)

C.2 Lien avec les bases standard pour les filtrations /-adiques

C.2.1 Notion de /-base standard

Si, au lieu de considérer K [z] avec un ordre monomial, on considére un anneau local
noethérien (quelconque) (R,m) et un idéal I de R, cet idéal définit une fonction d’ordre vy
qui & un z € R associe I'unique entier i = vy(x) défini par la condition :

= IZ —Ii+1,

(cet entier existe, car d’aprés le théoréme d’intersection de Krull, 'intersection iQNI i = (0),
cf. |Ei] 5.4).

Remarque C.2.1. Aux chapitres 1 et 2, on utilise cette terminologie en disant qu’un
élément f € I° — I*t! est un élément d’ordre s de I, ce que ici on peut traduire sous la
forme v;(f) = s.

Comme on a défini la notion de mondéme directeur L(f) pour un ordre monomial (cf.
déf. C.1.2), on rappelle ici la notion de forme initiale pour la fonction d’ordre vy (déja
donnée a la définition 1.3.5):

Définition C.2.2. Soit (R,m) un anneau local noethérien et I un idéal de R. Soit = €
I* — I*t1 un élément d’ordre s de I. On appelle forme initiale de x pour I (il faudrait dire
plutot pour la filtration I-adique (I?);en) 1’élément Z = iny(x) qui est la classe de = dans
Is/15+

De méme, en notant :
GUIR)= @ I"/I"",
neN

on deéfinit I'idéal iny(J) de G(I,R), qui est I'idéal de G(I,R) engendré par les formes initiales
in7(g) des éléments g € J.

Suivant e.g. [HIO| § 13, on définit également la notion de base standard pour la fonction
vr (comparer avec la déf. C.1.9), que l'on appellera I-base standard:

Définition C.2.3. Soit (R,m) un anneau local noethérien et I un idéal de R. Si J C R
est un sous-ensemble de R (le plus souvent un idéal), on dira qu'une famille (fi,...,fm)
d’éléments de J est une I-base standard de J si I'idéal iny(J) est engendré par les formes
initiales (inz(f1),...,in7(fm))-

Remarque C.2.4. De méme qu’a la remarque C.1.10, si (f1,...,fm) est une I-base stan-
dard de J, c’est aussi un systéme de générateurs de J (cf. e.g. [HIO| (13.3) pour une
preuve).
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Remarque C.2.5. L’intérét géométrique de cette notion de I-base standard est donné au
chapitre 1: la connaissance de l'idéal iny(J) donne celle de 'anneau gradué G(I/J,R/J),
via la relation (cf. (1.32) page 38):

G(I/J.R)J) ~ G(I,R)/ins(J).

Cet anneau gradué G(I/J,R/J) décrit la partie exceptionnelle de la transformée stricte de
V(J) dans 'éclatement de I dans Spec R (cf. § 1.1.5).

A priori, la détermination algorithmique d’une base standard pour la fonction d’ordre
vy nest pas commode, contrairement au cas des ordres monomiaux (déja parce qu'il est
beaucoup plus compliqué de tester la divisibilité d’'un élément par un polynéme que par un
monome). On renvoie a [HIO| § 13 et notamment (13.7) pour des critéres sur les I-bases
standards et des applications de ces critéres au § 14.

Cependant, on va voir dans ce qui suit, que pour une classe assez large d’anneaux
locaux, on peut, pour le calcul d’'une [-base, se ramener au calcul d’'une base standard
pour un ordre monomial bien choisi, le cas le plus simple étant le cas ou I est l'idéal
maximal.

C.2.2 M-Bases standard et ordres locaux raffinant la valuation

Le lemme facile?suivant permettra d’appliquer les algorithmes de calcul d’une base
standard pour un ordre monomial & la détermination d’une M-base standard, a condition
de choisir un ordre local, raffinant la valuation :

Lemme C.2.6.

Soit S un anneau local ayant la forme S = K[X1,...,X4](x,,. x, ou K[[X1,...,X4]]
(ou encore un anneau de séries convergentes si K est valué), et J un idéal de S engendré
par une famille (f1,...,fm) de polynémes f; de K[X71,...,X4].

Soit M = (X,...,Xy) lidéal mazximal de S.

Si > est un ordre monomial local sur S raffinant 'ordre par la valuation (cf. déf. C.1.6),
et si (g1,...,9r) est une base standard de J pour l’ordre monomial > (cf. déf. C.1.9), alors
(g1 ---,9r) est aussi une M-base standard de J au sens de la définition C.2.3, c’est-a-dire
que lidéal inps(J) est engendré par les formes initiales inps(g;) dans Uanneau G(M,S) =
kE[X1,..., X4

Preuve: La preuve est analogue a celles des remarques C.1.10 et C.2.4 (en plus simple!).
Si f € J est un élément d’ordre s de M, il s’écrit f = fs + f/ ou fs est un polynome
homogéne de degré s et f' € M*T1. Via l'identification de G(M,S) avec K[X1,...,X;], fs
est la forme initiale de f pour M.

Il s”agit de montrer qu'il existe des polynomes a; € K[X7,...,X,] tels que:
T
f=> aigie M, (C.8)
i=1

On peut écrire le polynéme homogéne f, comme une somme finie f; = Z;Zl ms;, ol les
m; sont des mondémes de degré s.

Comme 'ordre monomial choisi raffine celui par la valuation, le monéme directeur L(f)
coincide avec L(fs). On choisit alors d’ordonner les monémes m; dans l'ordre décroissant
pour >, ainsi m1 = L(fy).

4. tellement facile que son énoncé est étonnement omis des références [GPS| et [Gr-2000]. Cela explique
aussi que nous en incluons la preuve



134 ANNEXE C. CALCULS AVEC SINGULAR

L’hypothése ((g1,...,9,) base standard pour >) donne alors qu’il existe des o) €

K[X1,...,X,] (pouri=1,...,r) tels que:
T
L(f =) _adg:) <L(f) = mu.
i=1

On peut alors poser fl = f —>._ alg; et écrire encore L(f!) en fonction des L(g;), ce
qui donnera des polyn6émes a? tels que:

L(f' = ajg) <L(f").
=1

En itérant ce procédé, au bout d’au plus ¢ (le nombre de monémes dans f;) étapes, on
aura obtenu des polynémes a; (égaux a la somme Z;Zl al), tels que le monome directeur
de L(f —3"7_; a;g;) est inférieur a tous les mondémes de degré s, donc a un degré au moins
s+ 1, ce qui donne aussi (C.8) et la conclusion. O

La proposition précédente a le corollaire « géométrique » suivant (cf. rem. C.2.5):

Corollaire C.2.7. Avec les mémes hypothéses qu’au lemme C.2.6 précédent, si l’on consi-
dere l'anneau local R = S/J, dont l'idéal mazximal est m = M/J, on peut, suivant la
relation (1.32) rappelée a la remarque C.2.5, calculer l’anneau G(m,R) définissant le cone
tangent a Spec R, comme le quotient :

G(m,R) = G(M,S)/IHM(J) = k[Xl, v ,Xd]/inM(J),

ou, suivant le lemme C.2.6 précédente, on peut appliquer l’algorithme de calcul d’une base
standard pour 'ordre monomial > (thm. C.1.11) au calcul de inpr(J).

Ezemple d’application du corollaire — Dans I'exemple du § 2.1.3, on a calculé G(m,R) pour:

3 2 3).

R = k:[[ac,y,z,w]]/(y2w3 — 22,yz — zw®,xz — yg,y4 —z

Pour appliquer le corollaire, on utilise l'ordre local ds (qui raffine 'ordre par la valua-
tion, cf. C.1.6), et le code utilisé est alors le suivant :
ring S=0, (x,y,z,w),ds;
ideal J=y2w3-z2,yz-xw3,xz-y3,y4-x2u3;
std(J);
qui donne la base standard suivante pour J :

(xz — v yz — zwd 2% — yPuwd gt + :c2w3),
Alors 'idéal inps(J) des formes initiales pour la filtration M-adique est :

iny (J) = (z2,y2,2% y%). (C.9)

d’ou:
G(m,R) = k[x,y,z,w]/(xz,yz,z2 ,y4).
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C.2.3 Calculs des cones normaux pour un idéal non maximal
Description de I’algorithme

On expose ici une méthode de calcul due a T. Mora (dans [Mor|) pour "anneau G(I,R)
du cone normal a un idéal I différent de l'idéal maximal.
a) On se donne un anneau local R de la forme:

R = k[Xh cee 7XTZ](X1,...,Xn)/J7

et on considére un idéal I O J de k[X1,...,X,]. On veut donner une présentation de
I'anneau gradué G(I/J,R).

Avertissement. Pour simplifier, on suppose que J est fermé pour la topologie I-adique,
c’est-a-dire que:

N (J+1"=J (C.10)

neN

ce qui est équivalent (cf. [S-Z] Chap. IV Thm. 12 et 12’) & demander que I contienne tous
les idéaux premiers associés a J dans R; cette condition est automatique si J est premier,
ce qui nous suffira ici.

Sinon, il faudrait remplacer J par sa fermeture (cf. [Mor| § 6), c’est-a-dire le membre
de gauche dans (C.10), mais I’algorithme général de Mora fait aussi ce travail-la.

b) Si J = (f1,...,ft) et I = (hg,...,h,) on rajoute r + 1 indéterminées (Tp,...,T})
c’est-a-dire qu’on considére ’anneau :

k[To, ... Th X1, ... Xnl, (C.11)

et on le munit d'un ordre produit (cf. déf. C.2.8 ci-dessous) sur les deux blocs de variables
(To, ..., T;) et (X1,...,X,) dont la restriction au premier bloc est un ordre local qui raffine
Uordre par la valuation (p.ex. ds cf. déf. C.1.6).

La notion d’ordre produit fait 'objet de la définition suivante:
Définition C.2.8. Soient (Tp,...,T,) et (X1,...,X,) deux ensembles de variables, munis
chacun d’un ordre monomial, notés respectivement <7 et <x. L’ordre produit (<7 , <x)
est 'ordre < sur les mondémes en

(To, ..., T, X1, ..., X5),
défini par:
TX? < T X% & T <p T ou (T =T et XP <x X7).
Dans SINGULAR on peut déclarer un anneau avec un ordre produit de la maniére suivante :
ring r=0,(T(0),...,T(r),X(1),...,X(0)),(ds(r+1),dp(®));

ou la déclaration (ds(r+1),dp(n)) définit 'ordre produit de 'ordre local ds sur les r + 1
premiéres variables T' et de I'ordre global dp sur les n derniéres.

c¢) Dans 'anneau (C.11) on considére l'idéal :
K = (hO - TO)’ .. 7h7“ - TTafla oo 7f8))

On calcule alors une base standard de cet idéal K pour l'ordre produit défini en-dessous
de (C.11). Cela donne des générateurs (ki,... k) de K.

d) On conserve ensuite les formes initiales pour l'ordre (T, ...,T,)-adique (voir la
déf. C.2.2) des générateurs k; de la base standard de K obtenue au c). C’est-a-dire que si
on note myp := (Tp,...,T,) on considére I'idéal:

(g (K1), « - - ity (ki) ). (C.12)
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Proposition C.2.9 (cf. [Mor]| lem. 4 et prop. 6).
Avec les hypothéses du a) ci-dessus, l'anneau G(I/J,R) est le quotient de :

[Ty, ..., T X1, ..., X]

par lidéal défini au (C.12) ci-dessus.

Exemple de Mora

Pour permettre au lecteur de se retrouver par rapport a 'article de Mora (et ses nom-
breuses notations...), on donne ici le code SINGULAR correspondant & ’exemple 5 de [Mor].
Dans cet exemple Mora considére 'anneau :

dans lequel il éclate Iidéal J = (Y2 — XZ, X3 - Y Z,X?Y — Z?).

(On est bien dans les conditions de I'avertissement du a) ci-dessus car (Y2 — XZ) est
premier).

L’idéal J a trois générateurs, donc on rajoute trois indéterminées et on déclare:
>ring r=0, (T(0),T(1),T(2),X,Y,Z),(ds(3),dp(3)); (ordre produit vérifiant le b) ci-
dessus)
>ideal K= Y2-XZ-T(0), X3-YZ-T(1), X2Y-Z2-T(2), Y2-XZ; ( cf. ¢) ci-dessus)
>ideal Ks=std(K); (calcule la base standard suivant le c) ci-dessus)

On obtient alors le résultat suivant pour I'idéal Ks:

Ks[1]=T(1)
Ks[2]=Y2-XZ-T(1)
Ks[3]1=X3-YZ-T(0)
Ks[4]=T(0)Y+T(1)Z-T(2)X
Ks[5]1=T(0)Z+T(1)X2-T(2)Y
Ks[6]=X2Y-Z2-T(2)

D’apreés le d) ci-dessus, il suffit alors de conserver la partie homogéne de plus bas degré
pour le degré total en (T(0),T(1),T(2)), c’est-a-dire qu’avec les notations du d) ci-dessus,
on obtient pour les in,,, (k;) (pouri=1,...,6):

— les trois générateurs de J a savoir: Y2 — XZ X3 —Y Z,X?Y — Z? (qui correspondent

aux formes initiales de Ks[2], Ks[3], Ks[6])

— et trois autres générateurs:

T, ToY + T 72 — T X, Ty Z + T1X2 - T5Y.
On obtient alors:
G(I,R) = (k[X,Y,Z]/J) [To, 1)/ (ThY — T X, ToZ — ToY),

ce qui est le méme résultat que celui obtenu par Mora dans 'exemple cité.

L’exemple 2.3.30 du chapitre 2

Pour 'exemple cité p. 78, on a utilisé le méme algorithme que ci-dessus, avec le résultat
donné loc. cit.
Remarque C.2.10. Noter que cet exemple est aussi un exemple d’éclatement d’un systéme
de paramétres, en 'occurrence xg,r1, qui n’est pas une suite réguliére.
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C.3 Applications : polynémes de Hilbert-Samuel

C.3.1 Du local au global

Au corollaire C.2.7, on a obtenu une expression de l'anneau gradué¢ G(m,R) d’un
anneau local R = S/J (avec S anneau régulier de la forme K[X1, ..., Xq][x, ... x,]), comme
un quotient :

G(m,R) = k[ X1, ..., X/ innr(J), (C.13)

ot le calcul explicite des générateurs (ho, ... ,h,) de I'idéal inps(J) est donné par le calcul
d’une base standard de J pour un ordre local > sur S raffinant 'ordre par la valuation
(c’est-a-dire tel que pour deux mondmes my, mg, degmy > degms implique my < ma, cf.
déf. C.1.6).

En fait, on a encore mieux (cf. [Mor| Prop. 4 ii) pour la démonstration trés facile) :
Lemme C.3.1. Avec les notations précédentes, (en particulier > est ’ordre monomial local

considéré sur S, qui raffine 'ordre par la valuation), on considére l’ordre monomial global
> sur k[ Xy, ..., Xq] défini par:

my >, ma < deg(mq) > deg(ms) ou (deg(my) = deg(mz) et my > my).

Alors, la base standard (ho,...,h,) de J obtenue dans S pour l'ordre monomial > a la
propriété que les formes initiales (inpr(hg),...,inpr(hy)) forment une base standard de
inpr(J) pour Uordre global >.,.

Remarque C.3.2. Ce que 'on gagne avec le lemme précédent est que l'expression de
I'équation (C.13) est maintenant une expression de la forme:

G(m,R) = K[X1,...,X4|/(Ho, ....H), (C.14)

ot les polynomes homogénes H; = inps(h;) forment une base de Grobner (nom des bases
standard pour les ordres globaux) de 'idéal (Hy, ... ,H;), pour I'ordre global >,,.

C.3.2 Fonction de Hilbert d’anneaux gradués G(m,R)

Par définition, la fonction de Hilbert-Samuel F%R(n) de 'anneau local (R,m) est la
fonction de Hilbert de 'anneau gradué G(m,R) (cf. (1.15) § 1.2.1). Précisément, si on note
[G(m,R)],, la composante homogéne de degré n de G(m,R), on a:

Fy r(n) = dimg ([G(m,R)]x),

pour un anneau G(m,R) de la forme du (C.13) précédent.

Gréace a l'expression (C.14) de 'anneau gradué G(m,R) comme un quotient de ’anneau
des polynomes k[X7,...,X ] par une base de Grébner, et au résultat standard suivant da a
Macaulay (sur les ordres globaux), il devient facile de calculer la fonction FC .. On redonne
d’abord le résultat de Macaulay (cf. e.g. [Ei| 15.3): ’

Lemme C.3.3.
Pour un idéal homogéne I de l’anneau des polynomes k[ X1, ...,Xq4], et si >, est un ordre
monomial global sur k[ X1,...,Xy4], il y a un isomorphisme de k-espaces vectoriels entre les

composantes homogénes des anneauz gradués K[Xi,...,Xq]/I et k[X1,...,X4]/L(I), ou
L(I) désigne l’idéal engendré par les mondmes directeurs des éléments de I (cf. déf. C.1.4).
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Corollaire C.3.4. Soit S = K[X1,...,Xd](x,,.. x,) et R=5/J quotient de S par un idéal
J. On note m l’idéal mazimal de R.

A partir de Uexpression (C.14) de la remarque C.3.2 donnant l'anneau gradué G(m,R)
comme un quotient de k[ X1, ..., X4] par un idéal (Hy, ... ,Hy) dont les générateurs forment
une base de Grobner pour Uordre global >,,, on déduit du lemme C.3.3, que le calcul de
la fonction de Hilbert FS%R est le méme que celui de la fonction de Hilbert de [’anneau
gradué :

kE[X1,...,X,]/(L(Hy),...,L(Hy)),

quotient de K[X1,...,X,] par un idéal monomial.

C.3.3 Code utilisé

Si les paragraphes précédents permettent de comprendre comment on déduit les calculs
des fonctions de Hilbert & partir de I’algorithme du cone tangent (local) et d’algorithmes
globaux bien connus (cf. cor. C.3.4), le calcul pratique de la fonction de Hilbert-Samuel
FO . (et donc aussi de la multiplicité e(m,R)) se fait avec SINGULAR directement en
déclarant un anneau avec un ordre local raffinant l’ordre par la valuation (i.e. ds ou Ds cf.
déf. C.1.6) et les commandes hilb et mult.

Ainsi, pour les calculs de multiplicités du § 2.2.3 exemple 2.2.10, le code utilisé est le
suivant :
ring S=0, (x,y,z,w),ds;
ideal J=y2w3-z2,yz-xw3,xz-y3,y4-x2w3;
ideal Js=std(J);
mult(Js);
donne le résultat: e(m,R) = 4.

Pour les sections par x,y,z :
ideal Cx=J,x;
ideal Cxs=std(Cx);
mult(Cxs);
donne la multiplicité e(m/x,R/x) = 4.

( De méme pour le calcul des multiplicités e(m/y,R/y) =5, et e(m/z,R/z) = 11.)

C.3.4 Fonction de Hilbert pour un idéal m-primaire I # m

L’algorithme décrit brievement au § C.2.3 (convenablement prolongé...) permet aussi
de calculer la fonction de Hilbert F7 r en se ramenant a des bases de Grébner pour un ordre
global sur la deuxiéme composante de 'ordre produit déclaré au (C.11). Ceci est décrit de
maniére détaillée dans [Mo-Ro].

C.4 Algorithmes avec des ordres globaux

C.4.1 Calcul de décomposition primaire

Le calcul de la décomposition primaire avec Singular ne se fait pas dans les anneaux lo-
caux, mais dans les anneaux de polynomes, c’est-a-dire avec un ordre global (p.ex. I'ordre
lexicographique 1p). On renvoie & |[DGP| pour une présentation des approches algorith-
miques pour la décomposition primaire.

Dans I'exemple du § 2.1.3, a partir de I'idéal inys(J) = (z2,y2,22,5*) obtenu au (C.9),
on utilise le code suivant :
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ring P=0, (x,y,z,w),1lp;
ideal inJ=xz,yz,z2,y4;
LIB ‘‘primdec.lib’’;
primdecGTZ(inlJ) ;

on obtient la décomposition primaire suivante pour in(.J):
in(J) = (ZzYYHn(Z22yzy*X),

qui est celle donnée au (2.4) du § 2.1.3.

C.4.2 Images d’applications, méthode d’élimination

La méthode d’élimination dans les anneaux de polynémes en utilisant les bases de
Grobner est bien connue et décrite dans les manuels e.g. |Ei] 15.10.4: étant donné un
anneau de polynoéme S = k[z1,...,x,] et un sur-anneau 7' = S[y1, ... ,yn] on veut calculer
I'intersection I NS d’un idéal I de T avec S. Pour cela, on vérifie (cf. loc. cit.) qu'il suffit
de calculer une base standard de I pour un ordre monomial (global) sur 7" qui est un ordre
d’élimination pour les variables y1, ... ,ym, (cf. déf. C.1.8).

Avec SINGULAR, on obtient directement le résultat avec la commande elimil, du pa-
ckage elim.lib: étonnamment, on déclare un anneau avec un ordre monomial quelconque
(pas forcément d’élimination) mais cet ordre ne sera en fait attribué qu’aux variables non
éliminées, et SINGULAR choisira un ordre d’élimination pour les variables & éliminer.

Ainsi le calcul du b) de la preuve de la prop. 1.3.17 a été obtenu avec le code suivant :
LIB "elim.lib";
ring r=0, (x,y,z,t),dp;
ideal i=x-t6,y-t7,z-tl15;
elim1(i,t);
qui élimine la variable t.
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Deuxiéme partie

Résolution des surfaces par
éclatements normalisés
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1 Introduction

1.1 Reésolution des singularités des courbes

Soit C' := {f = 0} une courbe algébrique complexe plane donnée par une fonction
polynomiale
f:C?=cC.

On suppose que le polynéme f est réduit, c’est-a-dire qu’il n’a pas de facteur carré dans
sa décomposition en facteurs polynomiaux irréductibles. Dans ce cas, un point singulier
de C' est un point ou la différentielle de f s’annule. On sait que les points singuliers de
C sont en nombre fini. Une résolution des singularités de C' est un morphisme algébrique
7: C — C d’une courbe non singuliére C' dans C' qui est propre, & fibres finies, et qui
induit un isomorphisme au-dessus des points non singuliers de C. On peut alors remarquer
qu’au-dessus d’un petit voisinage U d’un point x de C' (pour la topologie induite par celle
de C), la préimage 71 (U) est isomorphe & une union disjointe de disques de la droite
complexe C. La restriction de 7 & 'un des disques n’est autre qu’'une paramétrisation locale
de la courbe C en z.

Ainsi la résolution des singularités d’une courbe est donnée localement par des para-
métrisations locales de la courbe. En fait, si la courbe a plusieurs composantes analytiques
en la singularité, appelées branches de la courbe en ce point singulier, il y a une paramé-
trisation par branche.

i) Une construction explicite d’'une paramétrisation locale en un point (a,b) de C? est
donnée par le Théoréme de Puiseux dont la démonstration n’est autre que la méthode
d’approximation successive de Newton pour trouver les séries s & puissances rationnelles
en r — a qui sont solutions de

/ ('T’S) =0,
quand f(x,b) n’est pas identiquement nul (cf. [Chn| Chap. VIII, et les mémoires originaux
[Nt] et [Pu]).

Cette méthode de paramétrage, contrairement aux méthodes des ii), et iii) ci-dessous,

est spécifique a la caractéristique zéro. Pour le cas de la caractéristique positive, et la notion
de développement de Hamburger-Noether, on renvoie au livre de A. Campillo (cf. [Cal).
Il est & noter que le passage par des corps de caractéristique positive permet un calcul
rapide des développements de Puiseux des courbes complexes (voir le module hnoether de
SINGULAR, cf. |GPS]).
ii) Une autre méthode pour résoudre les singularités des courbes planes consiste & composer
une suite finie d’applications qui sont des éclatements de points (voir § 2.3). Cette méthode,
due essentiellement & M. Noether (dans |Noe|, voir aussi le Bericht donné dans |[N-B]
Chap. 6), donne en fait une résolution plongée de la courbe plane, ¢’est-a-dire un morphisme
algébrique propre p d’'une surface non singuliére S sur le plan C2,

— qui est un isomorphisme au-dessus de 'ouvert V := C? — {z1,...,2,} de C%, complé-

mentaire des points singuliers de C|

— tel que la fonction composée fop définisse dans S un diviseur & croisements normaut,

c’est-a-dire s’écrive localement sous la forme 2%y’ dans un systéme de coordonnées

(z,y) de S,
— et qui induit une résolution des singularités de C, en restreignant p a la fermeture dans
S de I'image inverse p~'(C — {z1,...,2}) de la courbe moins ses points singuliers,

appelée transformée stricte de C par p.

Ce processus est effectif, car on dispose d’un invariant qui diminue strictement aprés chaque
étape: le nombre de Milnor p(C) (somme des nombres de Milnor locaux cf. § 4.2). Voir
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p.ex. [Ph] pour la formule reliant le nombre de Milnor de la transformée stricte au nombre
de Milnor de C.

Le lecteur trouvera une introduction trés détaillée aux méthodes du i) et ii) dans [B-K]
Chap. 8.
iii) Enfin, un point de vue moderne (immédiat mais peu algorithmique), pour obtenir la
résolution des singularités d’une courbe algébrique réduite est de considérer I'opération de
normalisation (cf. § 2.2).

1.2 Cas des singularités de dimension supérieure

On renvoie au § 2.1 pour la définition générale d’une singularité en toute dimension.
La notion de normalisation (déja évoquée au § 1.1 iii)) explique (a cause de l'existence de
variétés de dimension supérieure normales et singuliéres cf. § 2.2), qu'on ne peut espérer
en dimension supérieure obtenir en général des paramétrisations locales comme pour les
courbes.

Par contre, la notion de résolution des singularités garde tout son intérét, et H. Hironaka
a démontré (mieux, cf. [Hk-2] p. 132, Main theorem I):
Théoréme (Hironaka). °

Soit V' une variété algébrique sur un corps algébriquement clos de caractéristique 0. 1l
existe une résolution des singularités de V', c’est-a-dire un morphisme algébrique m: V-V
d’une variété algébrique sans singularité V dans V. qui soit surjectif, propre et qui induit
un tsomorphisme au-dessus du sous-ensemble des points non singuliers de V.

1.3 Cas particulier des surfaces

Dans le cas particulier des surfaces (variétés algébriques de dimension deux), il existe
plusieurs approches plus élémentaires que celle de Hironaka pour obtenir la résolution des
singularités.

Pour faire un paralléle avec les points i), ii), iii) du § 1.1, le iii), dans le cas des surfaces,
dit que, pour résoudre les surfaces algébriques, on peut se restreindre aux surfaces normales
(cf. § 2.2).

i) L’approche du § 1.1 i), par paramétrisation, a pu étre adaptée au cas des surfaces, en
paramétrisant des morceaux (« coins » ou « wedges ») de la surface, en montrant que ces
paramétrisations se recollent au dessus du lieu non singulier, et en obtenant comme espace
de départ une variété lisse (non affine dés que la surface considérée au départ n’est pas
lisse). Cela a donné la premiére démonstration compléte du théoréme de résolution pour
les surfaces, due a R. Walker (cf. [Wk]) a partir de I'important travail de H. Jung (cf. [Ju]
et § 1.4 infra).

ii) L’approche du § 1.1 ii) par éclatement de points s’adapte également au cas des surfaces,
a condition de composer ces éclatements avec des normalisations (voir pourquoi au § 2.3).
Précisément, O. Zariski a obtenu dans |Za-2| le théoréme suivant :

Théoréme (Zariski). Soit S une surface algébrique normale sur un corps algébriqguement
clos de caractéristique 0. Il existe une résolution des singularités de S qui soit la composée
d’un nombre fini d’éclatements normalisés.

Contrairement au § 1.1 ii), cela ne donne pas une résolution plongée de la surface.

Le lecteur intéressé par la résolution plongée des surfaces consultera [Or| et [Za-4] (en
caractéristique 0) et [Ab-2].

5. Pour des développements récents sur la désingularisation en toute dimension en caractéristique zéro,
le lecteur consultera [B-M], [E-V].



1. INTRODUCTION 145

1.4 Le théoréme démontré ici

Le but du travail présenté ici est de donner un théoréme de résolution des singularités de
surfaces (théoréme 8.2 cité ci-dessous) qui redémontre et précise le théoréme de résolution
de Zariski ci-dessus, et dont on espére qu’il pourra permettre ultérieurement de donner une
borne au nombre total d’éclatements normalisés nécessaires pour résoudre les singularités.

Pour ce qui est de la théorie des singularités de surfaces, on a pris le parti d’étre
aussi introductif que possible, et on aimerait que cet exposé puisse permettre au lecteur
d’acquérir une meilleure compréhension d’idées et de techniques de la théorie locale des
surfaces, surtout a partir des courbes tracées sur ces singularités (cf. début du § 1.5 infra).

On consideére le probléme localement, c’est-a-dire qu’on considére un germe (5,0) de
surface (cf. § 2), et on se place sur le corps C des nombres complexes. Le principe de
Lefschetz (cf. p.ex. [Sho| Chap. 2, § 1.10) permet cependant d’en déduire le résultat pour
les variétés algébriques sur un corps algébriquement clos de caractéristique zéro (cf. § 9).

L’idée est d’associer a toute singularité (S,0) une paire d’entiers (v,y) formée de la
multiplicité v = e(S,0) de cette singularité et de sa multiplicité polaire v (multiplicité
du discriminant d’une projection générique, cf. déf. 8.1), et de montrer alors le théoréme
suivant :

Théoréme (8.2). i) Au bout d’un nombre fini f = Ng d’éclatements normalisés a
partir de (S,0), on obtient une surface Sy dont toutes les singularités (S_f,O}) ont
des paires (v;,7y;) strictement plus petites pour 'ordre lexicographique que la paire
(vyy) correspondant a (S,0).

ii) Ce nombre Ng est inférieur au nombre d’éclatements nécessaire pour obtenir une
résolution plongée du discriminant d’une projection générique de la surface (S,0) sur
C2.

Le théoréme de résolution de Zariski ci-dessus est une conséquence de ce dernier théo-
réme, car un point d’une surface normale est non-singulier si, et seulement si, sa multipli-
cité ou sa multiplicité polaire égale 1 (cf. § 8.1). En revanche, le ii) apporte un controle du
nombre d’éclatements qui n’est pas donné par le théoréme de Zariski.

Avertissement —La démonstration du théoréme 8.2 ci-dessus est donnée aux § 7 et § 8.

Le lecteur suffisamment informé de la théorie des singularités devrait commencer sa lecture

G cet endroit, pour revenir ensuite aux techniques des § 5 et § 6, qui ont leur intérét propre.

Par ailleurs, la lecture de ce qui suit sera plus facile si l’on consulte le diagramme p. 176

et la description du processus faite au § 8.2.

On voudrait ici mettre en avant les deux points clefs de la démonstration. Le premier
est bien connu, le second constitue l'aspect original de notre travail :

i) Premier point clef — Pour une projection générique (cf. déf. 3.1)
p:S—UcCC?

d’un petit représentant S d’une singularité de surface normale (S,0) sur un voisinage ouvert
U de 0 dans C?, si e : Uy — U est éclatement de 0 dans U, la premiére étape de notre
processus est de considérer 'application pj : 31 — U; déduite de p par le changement de
base ey (cf. diagramme p. 176).

Le premier point clef est alors que la normalisation X1 de ¥ coincide avec l’éclatement
normalisé Sy de S en O (cf. prop. 3.15 et le diagramme loc. cit.).

Si, sur la surface S; obtenue, il y a un point O; de méme multiplicité que O, alors la
projection p; ong : S; = 31 — X1 — U sur Up est encore une projection générique pour
le germe (S7,01), et on itére le processus: voir le diagramme p. 179.

Remarque. Cette méthode de pull-back successifs remonte a I'idée de Jung (cf. [Ju]) qui
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consiste & résoudre le discriminant d’une projection de la surface sur C2. Cette méthode,
complétée par les travaux de Walker et Hirzebruch (cf. [Wk| et [Hz|), donne une méthode
de résolution des surfaces complétement indépendante de celle de Zariski, et n’utilisant
pas la notion de normalisation (voir [La-1] Chap. 2 pour un exposé trés détaillé de cette
méthode et [Ne| Chap. 1 Appendix, pour un algorithme déduit de cette méthode, pour des
surfaces particuliéres 2" = f(z,y)).

On peut dire donc qu’ici, on va démontrer notre théoréeme 8.2 a partir de la méthode
de Jung. On souligne cependant ici les deux différences essentielles entre notre méthode et
celle de Jung :

— La premiére différence est qu’on ne s’autorise a faire le pull-back que si la multiplicité
ne baisse pas (pour garder des projections génériques, cf. le premier point-clef ci-
dessus), et qu’a chaque étape on considére les normalisations des pull-back obtenus.

— La seconde différence est que dans la méthode de Jung on est ramené & 1’étude d’une
classe de singularités particuliéres, dites quasi-ordinaires (dont les normalisations
sont aussi appelées singularités de Jung-Hirzebruch cf. [BPV]| Chap. 3 § 5), pour
lesquelles le discriminant d’une projection sur C? présente un point double ordinaire.
Avec notre méthode, on est ramené & 1’étude d’une classe différente de singularités,
les singularités minimales, introduite par J. Kollar (cf. § 6): ceci est expliqué dans le
second point clef ci-dessous.

Ce qui est commun entre la méthode de Jung et notre processus est le fait suivant: si,
en itérant le processus du i), on obtient & chaque étape un point singulier (S;,0;) de méme
multiplicité que la multiplicité de (S,0), on aboutit & une singularité (S¢,0f), de méme
multiplicité que (5,0), qui est au-dessus d’un point double ordinaire du discriminant. A ce
stade, si on voulait seulement montrer le théoréme de Zariski de résolution par éclatements
normalisés, on pourrait conclure grace a I’étude des singularités de Jung-Hirzebruch (cf.
[BPV] I1I, § 5). Mais ici, on préfére considérer 1’évolution de la multiplicité polaire v (pour
pouvoir montrer le ii) du théoréme 8.2), et on fait 'observation suivante :

ii) Second point clef — Gréace a la description de I’évolution du discriminant dans le
processus ci-dessus (cf. § 7), et avec les mémes notations, on montre (prop. 8.4) que ou
bien la multiplicité polaire ’y(S_f,Of) est strictement plus petite que (S,0), ou bien la
singularité (S,0) considérée au début est une singularité minimale.

On est donc ramené a 1’étude de ces singularités minimales:

Les singularités minimales de surfaces normales sont aussi connues dans la littérature
comme les singularités rationnelles a cycle fondamental réduit. Mais cette définition fait ex-
plicitement référence a une résolution (méme si on peut aussi définir la notion de singularité
rationnelle sans parler de résolution cf. [La-2|).

L’intérét de la définition de J. Kollar (déf. 6.1) est de définir, sans référence a une
résolution, la notion de singularité minimale, en toute dimension, comme singularité Cohen-
Macaulay & multiplicité minimale, et a cone tangent réduit.

On vérifie enfin (§ 8.4) que si la singularité de départ (S,0) est minimale, le processus
décrit dans les 1) et ii) précédents aboutit directement a une résolution des singularités (en
particulier fait chuter la multiplicité polaire!).

Conclusion — Ainsi, les singularités (S;,0y) au-dessus de la résolution du discriminant
(si la multiplicité n’a pas baissé avant!) ont une multiplicité polaire inférieure a celle de la
singularité (S,0) de départ. Ce résultat donne bien le ii) du théoréme 8.2.
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1.5 Sommaire

Le lecteur trouvera une table des matiéres a la page 4. On donne ici la motivation
de chacune des parties.

Les premiéres sections sont de nature introductive: elles veulent aussi (surtout & partir
du § 3) illustrer la thése fondamentale de ce travail qui est 'importance de 1'étude des
courbes tracées sur une singularité de surface pour I’étude de celle-ci. L’avatar algébrique
de ce point de vue est I’étude des valuations sur une singularité (cf. [Za-2]). Un autre point
de vue pour I’étude de I’ensemble de ces courbes est donné par le « programme de Nash » (cf.
[Ns]|), repris notamment dans les travaux de M. Lejeune-Jalabert et G. Gonzalez-Sprinberg
(cf. |G-L2]| et les références qui s’y trouvent).

Le § 2 familiarise le lecteur avec les singularités de surfaces, et les notions de normalisa-
tion et d’éclatement de point. Un exemple montre que le processus d’éclatement normalisé
est & lorigine de singularités apparemment « plus compliquées » que la singularité initiale !

Le § 3 passe en revue, pour la commodité du lecteur, les notions classiques de multi-
plicité, de cloture intégrale des idéaux et d’éclatement, et I'interaction profonde qui existe
entre ces trois notions, bien connue depuis le séminaire de M. Lejeune-Jalabert et B. Teis-
sier [LJ-Te|. On insiste spécialement sur la théorie de la multiplicité au § 3.1. Comme
indiqué au début de ce § 3, le résultat principal pour la suite est la proposition 3.15.

Le § 4 est consacré a la notion de discriminant. On distingue ici la notion de discriminant
Fitting (§ 4.1) définie par B. Teissier dans |Te-76], de celle de discriminant divisoriel défini
comme la partie divisorielle de ce discriminant Fitting (§ 4.4). La proposition du § 4.3 et
Pexemple de calcul du § 4.5 mettent en évidence les relations et les différences entre ces
deux notions.

Cependant, si ’on s’intéresse seulement & la multiplicité du discriminant Fitting, celle-ci
ne tient pas compte des composantes immergées. On la calcule donc a partir du discriminant
divisoriel, et elle est reliée a la notion de nombre de Milnor par la formule de Lé-Greuel
(lem. 4.9).

On a aussi inclus, au § 4.2, une présentation des principales propriétés du nombre de
Milnor défini par R. Buchweitz et G.M. Greuel pour toute courbe complexe réduite, en
soulignant pour chacune ses applications dans les sections suivantes.

Le § 5 étudie les courbes tracées sur une singularité qui sont définies par une équation
(diviseurs de Cartier) : en utilisant un plongement de la singularité, on peut les considérer
comme des sections hyperplanes. Le cone tangent a la singularité défini au § 5.1 joue un réle
important pour 1’étude de ces sections. Au § 5.2, on insiste sur la structure analytique des
sections hyperplanes, et notamment le probleme d’éventuelles composantes immergées: le
§ 5.2 expose les principales propriétés des anneaux Cohen-Macaulay utilisées par la suite.

On définit alors deux conditions d’incidence pour un hyperplan H :

—d’abord au § 5.3, la notion d’hyperplan v-superficiel qui permet de controler la multiplicité
d’une section, ce qui sera essentiel au § 6.

— ensuite, au § 5.4, la notion d’hyperplan général, définie pour une surface a singularité
non nécessairement isolée (ce qui sera encore utile au § 6). On explicite ensuite des pro-
priétés particuliéres aux sections hyperplanes générales des surfaces normales (§ 5.4), qui
interviendront au § 7.

On renvoie a la partie I de la thése (et notamment les chapitres 2 et 3) pour plus de
détails sur les techniques et résultats évoqués dans ce § 5.

La preuve proprement dite du théoréme de résolution (8.2) occupe les trois derniéres
sections:

Le § 6 expose la théorie des singularités minimales (essentiellement en vue de la dimen-
sion un et deux). On a repris des énoncés de J. Kollar dans [Ko|, en donnant toutes les
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démonstrations : presque toutes utilisent le résultat fondamental de J. Sally qui donne que
le cone tangent & une singularité minimale est Cohen-Macaulay (cf. thm. 6.2). On a fait
aussi un usage intensif des notions introduites au § 5. Cette section culmine au théoréme 6.9
qui donne une preuve élémentaire, nouvelle, du fait que ’éclatement d’une singularité mi-
nimale de surface normale est une surface normale, a singularités minimales, ce qui est la
premiére étape pour notre théoréme de résolution (8.2).

Le § 7, intitulé Calcul du discriminant aprés un éclatement, est la seconde étape vers
la preuve du théoréme.

Le § 8, enfin, introduit la paire (v,7y) attachée a une singularité, formée de la multiplicité
et de la multiplicité polaire (au sens de la définition 8.1), énonce et démontre alors notre
théoréme de résolution par éclatements normalisés (théoréme 8.2) suivant le schéma indiqué
au § 1.4.

2 Eclatement normalisé d’une surface complexe

2.1 Singularités de courbes et de surfaces

On peut, dans un premier temps, se donner une singularité de surface (resp. de courbe)
complexe comme un germe d’ensemble analytique de dimension 2 (resp. 1). C’est-a-dire
qu’une telle singularité (S,0) (resp. (C,0)) est donnée comme une classe d’équivalence de
sous-ensembles analytiques X d'un voisinage ouvert U de O dans CV, de la forme

X=A{zxeU, fi(x) = = f(x) =0},

(ou les f; sont des fonctions holomorphes dans U), en identifiant deux tels ensembles
X1 C Uy et Xy C Uy ¢'il existe un ouvert 2 € Uy NU;y contenant O tel que X1NOQ = XoNE.
(On utilise [Gu| comme référence, voir ici le Chap. A pour plus de détails sur les définitions.
On trouvera aussi dans |[Nar| chap. 3 les principaux résultats ci-dessous).

On peut inversement considérer I'idéal I(X,0) de I'anneau O¢w ( des germes en O de
fonctions holomorphes dans CV, formé des germes de fonctions qui s’annulent sur (X,0)
(cf. |Gu| B 3). On montre que cet idéal est engendré par un nombre fini de germes de
fonctions (g1, ...,q1) (cf. [Gu| A 8).

On définit alors [’anneau local attaché au germe (X,0) comme

OX7O - Ocho/I(X,O).

Cet anneau attaché a (X,0) contient toute I'information sur le germe (X,0) (cf. [Gu| B 17).
Il est réduit (i.e. sans éléments nilpotents) car 'idéal I(X,0) est radical (i.e. si f™ € I(X,0)
alors f € I(X,0)).

On dit qu'un germe d’ensemble analytique (X,0) est irréductible si, et seulement si,
il ne peut pas s’écrire sous la forme X = X7 U Xy avec X1, Xo deux germes d’ensembles
analytiques distincts de X. Cette propriété est équivalente & la propriété: I(X,0) est un
idéal premier, ou encore Ox o est un anneau intégre (cf. [Gu| B 6).

D’une maniére générale, un germe d’ensemble analytique (X,0) quelconque admet une
décomposition unique (a l'ordre prés) en germes irréductibles :

X=X,U -UX,,

appelés composantes irréductibles de (X,0) (cf. |Gu| B 7).
Pour un germe irréductible (X,0), on définit sa dimension & partir du critére jacobien
suivant sur la famille (g1, ...,g;) définissant I'idéal radical 1(X,0). Soit

X={zeUgz)=-=g(x)=0}
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un petit représentant de (X,0) dans un ouvert U sur lequel les g; définissent des fonctions
holomorphes. Si on définit pour tout p € X le rang:

)

r(p) =rang (520 )
O; ie{l,...0},je{1,....N}

alors la dimension d du germe (X,0) est la valeur minimale des N — r(p) pour p € X.

Pour un germe réductible X = X1 U --- U X,., on définit la dimension de X comme le
maximum des dimensions dim X; des composantes irréductibles. Cette dimension coincide
avec la dimension de Krull de 'anneau local attaché au germe (X,0) (cf. [Gu| G 20).

On dit que le germe (X,0) de dimension d est lisse si N —r(O) = d. Le lecteur vérifiera
que cela implique que (X,0) est irréductible.

D’une maniére générale, si X = X; U--- U X, est un représentant assez petit d’une
décomposition d’un germe d’espace analytique réductible, et d; = dim X, on définit le lieu
singulier de X comme le germe de I’ensemble analytique

Sing X = J {p € Xi,r(p) < N — di},
=1

et on dit que (X,0) est a singularité isolée si Sing X = O.

A bien des points de vue, les singularités les plus simples sont les singularités d’hyper-
surfaces: c’est-a-dire pour les courbes, les singularités de courbes planes C' = {(z,y) € U C
C2,f(z,y) = 0}, et pour les surfaces celles de la forme S = {(z,y,2) € U C C3,f(x,y,2) = 0}.
Par exemple la singularité A; donnée dans C? par I’équation

flayz) =a*+y* +2°

est une hypersurface a singularité isolée.

Viennent ensuite les singularités d’intersections complétes pour lesquelles le nombre
minimal [ de générateurs de l'idéal I(X,0) est égal a la codimension N — dim(X,0) de la
singularité dans CV. Le lecteur trouvera une étude détaillée de cette classe trés riche de
singularités dans |Lo|.

Cependant, la classe des singularités isolées d’intersections complétes n’est pas stable
place ici dans le cadre plus général des singularités de surfaces normales, définies au § 2.2.

Par ailleurs, notamment lorsqu’on s’intéresse & la notion d’intersection, ou de cone
tangent (cf. § 5), on est amené & considérer une singularité comme un germe d’espace ana-
lytique. Cet objet géométrique est attaché & un anneau analytique local non nécessairement
réduit (i.e. pouvant avoir des éléments nilpotents). On renvoie a [Ho| II, ou a [Nar| Chap. 4,
pour cette notion d’espace analytique. (Voir aussi les constructions du § 3).

Ainsi on considérera la courbe 2 = 0 et la courbe 2 = 0 dans le plan C? comme deux
espaces analytiques distincts.

2.2 Normalisation

La notion de normalisation repose sur la construction algébrique suivante (cf. [S-Z]
Chap. 5). Pour un anneau réduit A, en notant K son anneau total des fractions, on dit
qu’'un élément x € K est entier sur A s’il est solution d’une équation unitaire

"+ a4+ a, =0,

ol les a; sont dans A.
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On montre que Iensemble A des éléments de K entiers sur A est un anneau, appelé
cloture intégrale de anneau A dans K (cf. [S-Z] Chap. 5 § 1). On dira encore qu’'un
anneau local est normal s’il est intégre et s’il est égal & sa cloture intégrale dans son corps
des fractions.

L’application de cette notion en géométrie est due & O. Zariski dans le cadre de la géo-
métrie algébrique (cf. |Za-1]). Le lecteur trouvera la construction de la normalisation d’une
variété algébrique dans [Sha| Chap. II, § 5, par exemple. Comme souvent, la construction
analogue en géométrie analytique est moins directe : on expose ici les définitions et résultats
qui nous seront utiles, en renvoyant a [Nar| Chap. 6 pour les démonstrations.

Un germe d’espace analytique sera dit normalsi’anneau local correspondant est normal
(cf. supra). Une propriété fondamentale des ensembles analytiques normaux (i.e. normaux
en tout point) est que le lieu singulier est de codimension au moins deux (cf. le critére
algébrique de Serre prop. 5.6 iv). Aussi une courbe normale est lisse, et une surface normale
est a singularité isolée.

Inversement, le méme critére de Serre assure que les singularités isolées d’intersection
compléte sont normales (cf. § 5.2).

Il se trouve que, pour un espace analytique réduit X, on peut construire un espace
analytique normal X et un morphisme n : X — X appelé normalisation tel qu’au dessus
d’un point z € X, pour n=*(z) = {y1,...,yr} le produit direct []\_, Ox ,, soit exactement
la cloture intégrale Ox , de Ox , dans son anneau total des fractions (cf. [Nar| Chap. 6
Thm. 4).

Pour les courbes, ce processus donne une résolution des singularités (cf. § 1.1).

Pour les surfaces ce processus commence par séparer chaque composante irréductible
locale, et au-dessus de chacune fabrique une surface a singularité isolée.

Deux problémes se posent avec ce processus: le premier est qu’en pratique, la norma-
lisation se calcule difficilement (cependant un algorithme di & T. de Jong est implémenté
dans SINGULAR cf. [DJGP] et |[GPS]|. Voir aussi |Tr].)

Le second est que la normalisation d’une hypersurface, ou d’une intersection compléte
a singularité non isolée n’est plus une hypersurface (ou méme une intersection compléte).
Par exemple, la singularité d’hypersurface (S,0) définie dans les coordonnées (u,v,w) de
C3 par

u? + uto'® 4+ wb =0, (1)
admet pour normalisation la restriction de la projection C> — C3, définie par
(t1,ta,ts,ta,ts) — (t1,t2,t3),
a la surface S définie par les quatre équations suivantes dans C® :
(t2 4 tats, taty — tits, 3 + tita, t3) + 5 4+ t2). (2)
On peut montrer en calculant une résolution libre de I’anneau local correspondant (par

exemple avec la commande res de SINGULAR) que cette singularité n’est pas Gorenstein
(cf. |Ei| (21.16)), en particulier ce n’est pas une intersection compléte (cf. [Ei] (21.19)).

2.3 Eclatement (et éclatement normalisé¢) d’une singularité en O

La construction suivante sera reprise avec plus de généralité au § 3.2.
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Soit CN le sous-espace de CV x Pg_l défini par les équations (z;7; — x;T;) (pour i,j
dans {1,...,N}, en notant (Ty : --- : Tiy) les coordonnées dans PR ~'). On note ey la

restriction & CN de la premiére projection :
cN x Pg -1, N,

L’application obtenue ey : CN — CV est appelée [’éclatement de O dans CN.

Pour un représentant S d’une singularité (S,0) de surface (resp. de courbe) réduite dans
C", on définit alors [’éclatement de O dans S comme I'ensemble analytique S; adhérence
de (e9)1(S\{0}) dans S x PY~'. (La construction du § 3.2 montre que c’est effectivement
un ensemble analytique).

Du point de vue de la résolution des singularités, on sait qu’on peut résoudre une
singularité de courbe par une suite finie d’éclatements de points (cf. § 1.1).

Pour les surfaces, le premier obstacle est que I’éclatement d’une surface a singularité
isolée n’est plus nécessairement & singularité isolée. Par exemple, si I’on considére la sin-
gularité de surface (S,0) définie dans C? par I'équation :

715 + ylo + S0 = 0, (3)

alors un ouvert de I’éclatement S; de S en O s’écrit dans une carte de coordonnées (u,v,w)
de C3 sous la forme u? + u*v!1? 4w = 0, ce qui est la singularité non isolée définie au (1),
§ 2.2.

On définit I’éclatement normalisé d'un germe (S,0) comme la composition egon : S —
S de l'éclatement e : S — S et de la normalisation S; — S;.

Ainsi d’aprés 'exemple étudié au § 2.2, I’éclatement normalisé de la singularité d’hy-
persurface (S,0) donnée par ’équation (3) présente une singularité en un sens « plus
compliquée » (non Gorenstein), donnée par les équations (2). Cependant, le théoréme de
Zariski, dont nous donnons ici une nouvelle démonstration, dit qu’on obtient bien une réso-
lution des singularités par itération de ce processus! Déja, a la remarque 3.16, on vérifiera

que la multiplicité ne peut pas augmenter.

Nota bene — (Pour le lecteur plus savant) On peut méme montrer que la singularité de
I’éclatement normalisé S; de S : 2! + y10 4 26 = 0, définie par I'idéal (2), n’est pas
numériquement Gorenstein (cf. |[Ne| (2.33) pour cette notion) : la méthode pour cela consiste
a calculer la résolution de (5,0) avec la méthode de Jung (voir les références du § 8, Scholie)
a partir de la projection générique p : (x,y,z) — (x,y) (cf. déf. 3.1). Grace a la prop. 3.15,
on peut en déduire le graphe de résolution de S;. (On trouve comme diviseur exceptionnel
de la résolution minimale de S} une courbe E de genre 11 et d’auto-intersection -3, ce qui
donne Zx = (23/3) E pour le cycle numériquement canonique).

3 Systémes de paramétres génériques

Comme indiqué dans le sommaire, on rappelle dans ce paragraphe un certain nombre
de constructions importantes dans le cadre de la géométrie analytique locale. On utilisera
[Ho| (Exp. 19 §1) comme référence pour la construction des espaces analytiques locaux.
On pourra aussi consulter 'appendice de [HIO| (I §3).

Au § 3.1, aprés un bref historique sur la notion de multiplicité, on définit les systémes
de parameétres génériques en un point d’une surface normale comme ceux induisant une
projection dont le degré égale la multiplicité de la surface (définition 3.1).

Suivant la philosophie évoquée dans 'introduction (début du § 1.5), a savoir 'étude des
singularités de surfaces & ’aide de familles de courbes tracées sur ces surfaces, les outils
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rappelés aux § 3.2 et 3.3 permettent la description de [’éclatement normalisé d'une surface
comme la normalisation de la surface de déformation associée au pinceau engendré par un
systéme de paramétres génériques (proposition 3.15).

3.1 DMultiplicité et projections génériques

On définit la multiplicité d’un idéal I, m-primaire (c’est-a-dire contenant une puissance
m" de I'idéal m) dans un anneau local (R,m), grace a la construction suivante. On considére
la fonction de Samuel de I dans R, donnée par :

Frr(n) =1r(R/I"),

ol [r désigne la longueur comme R-module. Pour nous, R sera I'anneau local Ox o d'un
germe d’espace analytique, et Fr g(n) = dimc R/I™.

D’aprés un théoréme de Samuel ([Sa] Chap. 1, thm. 9), il existe un polynéme Pr g,
appelé polynome de Hilbert-Samuel, et un entier ng tels que les valeurs Fr g(n) et Pr r(n)
coincident pour tout n > ng.

On sait alors que le degré d de Pr r coincide avec la dimension de Krull de I'anneau R
([Sa] p. 184) et que le coefficient directeur de Pr g est de la forme e(I,R)/d! ot e(I,R) est
un entier appelé multiplicité de [’idéal I. Dans la suite, on utilise la notation plus abrégée
e(I).

Dans son article ([Sa| p. 187 et seq.), P. Samuel montre aussi que sa définition généralise
la notion de multiplicité introduite avant lui par C. Chevalley dans [Chv| pour les systémes
de parametres ( d-uplets x1,...,rq engendrant un idéal m-primaire de R), dans le cadre de
la géomeétrie formelle, précisément pour les anneaux locaux complets réduits, contenant une
copie de leur corps résiduel. (Pour plus de détails, on pourra aussi consulter [HIO| (6.7)).

Dans le cadre analytique, la définition de Chevalley s’interpréte comme le degré local
d’une projection : cette traduction est faite pour les anneaux analytiques réduits dans [Dr].
(Le cas non réduit est traité dans 'appendice II de [HIO|.)

Par souci de simplicité, on explicite ces notions dans le cadre de la dimension 2 qui
sera le notre par la suite: si R = Og o est 'anneau local d'un germe de surface analytique
réduite, dire que (f,g) est un systéme de paramétres de Og o (i.e. que I'idéal (f,g) est m-
primaire) signifie qu’on peut choisir un représentant S du germe de surface (5,0) sur lequel
f et g sont définies, et sur lequel les courbes f~1(0) et g~!(0) s’intersectent seulement en
O (Nullstellensatz de Hilbert-Riickert, cf. [Gu] E 2).

Alors I'application p = (f,g) : S — C2, définie par = — (f(x),9()), est un morphisme
fini (i.e. propre a fibres finies), et on peut interpréter la multiplicité e(f,g) comme le degré
local de la projection finie p : S — C2, c’est-a-dire le nombre de points dans une fibre
suffisamment générale (cf. p.ex. [HIO|, App. II (5.1.4) ).

Définition 3.1. On dira qu’une projection p = (f,g) : S — U dans un ouvert U de C?
est générique, si elle est donnée par deux fonctions f,g € Og, induisant un idéal (f,g),
m-primaire dans Og o de méme multiplicité que l"idéal mazimal, c’est-a-dire si I'inégalité

degp p = e(f,9) > e(m), (4)

donnée par l'inclusion de l'idéal (f,g) dans m est une égalité.

On dira aussi que le systeme de paramétres (f,g) est générique dans m.
Dans la suite, la multiplicité e(m) est désignée comme la multiplicité de la surface S en O,
et est notée €(.5,0).
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Remarque 3.2. Si, comme au § 5, on considére un plongement S C ) dans un ouvert
Q de CV, telle que les fonctions f et g soient les restrictions & S de deux formes linéaires
z1,29 : CN — C, la condition « p : § — U est générique », est équivalente a ce que
Iintersection du N — 2 plan de CV défini par z; = x5 = 0 avec le cone tangent Cso a
(S,0) (cf. § 5.1) soit seulement le point O. (Voir le § 5.1, et [Te-81] Chap. 1 pour plus de
détails).

3.2 Cloture intégrale des idéaux et éclatements normalisés
Cloture intégrale des idéaux

Soit I un idéal d’'un anneau R. On rappelle quun élément f de R est entier sur [’idéal
I (cf. [S-Z] Appendix 4, Définition 2 ou [LJ-Te| § 1) s’il existe une relation

k
fk + Zajfk_j =0

i=1

dans laquelle on a a; € I pourj=1,....k.
En introduisant 'anneau B(I,R) suivant, gradué par les puissances de t:

B(ILLR)=R[Itj]=Ro It I’ - oI"t"®---

on vérifie que f € R est entier sur I si, et seulement si, ft € R[t] est entier sur le sous-
anneau B(I,R) (cf. § 2.2). En particulier 'ensemble des éléments de R entiers sur I forme
un idéal I appelé cloture intégrale de 1’idéal I dans R.

Si on note B(I,R) C RJt], la fermeture intégrale de 'anneau B(I,R) dans R][t], alors
on peut montrer I'égalité (|[LJ-Te| (1.7)):

B(I,R)=RoTtolPt?e - ol't"®---

ot I" est la cloture intégrale de l'idéal I"™ dans R.

On fera aussi usage du résultat suivant (cf. (7) infra):
Remarque 3.3. Si R est un anneau réduit, normal, d’anneau total des fractions K, alors
R[t] est intégralement fermé dans Kt], de sorte que B(I,R) est aussi la fermeture intégrale

de B(I,R) dans K[t].

Construction de ’éclatement

La construction d’un objet analytique correspondant & ’anneau B(I,R) ci-dessus passe
par la remarque suivante :

Remarque 3.4. Si R = Og est un anneau analytique local, et I un idéal de Og o de

la forme (hi,...,h,), on peut choisir un représentant S du germe (5,0) sur lequel les h;
sont bien définies, et définir ainsi un faisceau cohérent Z sur S engendré par les sections
globales (hy,...,h,). On dira que Z est le faisceau cohérent sur S associé a I.

Avec les notations de la remarque, on peut définir la Og-algébre Bz suivante:
Br=0s0ItoT*t*e - oI"t"o...

Pour un représentant S assez petit, cette Og-algébre est de présentation finie. Si on 1’écrit
sous la forme Br = Og[Xi,...,X,|/J, ot J est un idéal homogéne en les variables
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Xq,...,X,, on voit qu’on peut lui associer un sous-espace analytique de S x C™ défini
par J, appelé Specan Bz (cf. [Ho| Exp. 19), avec un morphisme

p: Specan By — S, (5)

restriction de la premiére projection S x C* — S, et dont les fibres sont des cones.
Définition 3.5. (Eclatement de 7)

On peut faire la méme construction en associant a 'idéal J un sous-espace analytique
de S x Pg_l noté Projan Bz. Le morphisme associé:

er : Projan Bz — S, (6)

est [’éclatement du faisceau T dans S, et on notera Sy l'espace Projan Bz. (Les fibres de
er sont les images dans I[”%fl des cones obtenus comme fibres de ’application p considérée
au (5).)
Remarque 3.6. Par abus de langage, on parlera de [’éclatement de l’idéal I dans S, pour
désigner 'éclatement du faisceau Z de Og associé a I par la remarque 3.4 (cf. aussi les
notations ey et Sy).

Si on suppose que Og o est réduit, on peut choisir un représentant S qui est un espace
analytique réduit, et ’espace Sy est alors réduit.

Dans ce cas, suivant [Ho| Exp. 21, on peut définir la normalisation n : S; — S; de
I'espace S;. L’espace St obtenu, muni de I’application composée ejon : S; — S est appelé
I’éclatement normalisé de Z dans S.

Sens géométrique de la cléture intégrale des idéaux

La propriété fondamentale suivante (cf. [LJ-Te| 2.1) permet de « voir » la cloture intégrale
des idéaux sur ’éclatement normalisé :
Théoréme 3.7. Si I,J sont deux idéaux d’un anneau analytique local réduit Og o, en
notant I et J les faisceaux cohérents associés a I et J sur un représentant réduit S du
germe (S,0) (cf. rem. 3.4), les conditions suivantes sont équivalentes :

i) I et J ont la méme cloture intégrale,

i) sur l’éclatement normalisé Sy, on a I’égalité des faisceaus :
105, = JO0g;.

De ce théoréme, on déduit (cf. [LJ-Te| (2.6)):

Corollaire 3.8. Soient I un idéal de Ogs 0, I sa cloture intégrale dans Os,0, et I, T les
faisceauzx cohérents sur S associés respectivement par la rem. 3.4. Alors pour tout x € S,
en notant I, la cloture intégrale de I, dans Og ., on a l’égalité :

(I)z = I_z

(C’est-a-dire que la construction de la cloture intégrale des idéaux se localise, ce qui est
direct dans la catégorie algébrique, mais utilise ici le théoréme des images directes de
Grauert, cf. [LJ-Te], loc. cit.).

Par ailleurs, d’aprés |[Ho| Exp. 21, la définition des clotures intégrales d’algébres se
transmet aussi aux faisceaux cohérents d’algébres dans les espaces analytiques réduits,
en particulier, si S est normale, compte-tenu de la remarque 3.3, et du corollaire 3.8, on
obtient, en notant :

Br=0s0TtoI2* - - 0Tt ..
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que la Og-algébre Br ainsi définie coincide avec la cloture intégrale de Bz dans M]t], ot
M est le faisceau des fonctions méromorphes sur S.
Cela permet d’exprimer 1’éclatement normalisé S comme :

S; = Projan Br. (7)

De I'équation (7) et des propriétés élémentaires de la cloture intégrale (précisément de
égalite I = 1:_”), on déduit le résultat suivant :

Proposition 3.9. Si S est un espace analytique normal, et I est un idéal de Og o définis-
sant un faisceau cohérent I sur S, les éclatements normalisés S; de T dans S, et S_T de T

dans S sont isomorphes.

3.3 Cloture intégrale et multiplicité

Une autre approche de la notion de cloture intégrale d’un idéal (due & Northcott et
Rees, dans |[N-R|) fait intervenir la notion de réduction: si J C I est un idéal tel que J =T
dans un anneau R noethérien, alors (cf. p.ex. [HIO] (4.13)) il existe un entier n tel que:

"= Jr 1

(On dit que J est une réduction de I ([N-R| def. 1)).

De cette propriété, et de la définition de Samuel (cf. § 3.1), on déduit immédiatement
que deux idéaux m-primaires I,J avec J C I, ayant méme cloture intégrale I = J ont la
méme multiplicité e(I) = e(J).

Un théoréme de Rees (cf. |[Re|) dit que la réciproque est vraie si R est formellement
équidimensionnel. Elle 'est en particulier dans le cadre des anneaux locaux analytiques
normaux (car un anneau local normal est intégre, et un anneau analytique intégre a son
complété intégre, cf. [Se-1| Annexe).

Avec cette hypotheése sur R, si deux idéaux m-primaires vérifient J C I, et e(I) = e(J),
alors leurs clotures intégrales coincident. En particulier :

Corollaire 3.10. Pour un systéme de paramétres génériques (f,g) (cf. définition 3.1) d’un
anneau local Og o de surface normale, on a l’égalité des clotures intégrales :

(f.g) =m=m.

3.4 Eclatements de systémes de paramétres

Au (6) § 3.2, on a défini 'éclatement d’un idéal cohérent Z sur un espace analytique
S en termes d’algebres graduées. Dans le cas ot l'espace S est réduit et ou le faisceau
7T est engendré par ses sections globales, on peut donner la construction suivante pour
I'éclatement de Z (pour I’équivalence avec la construction du Projan, cf. [H-R] § 1):

Proposition 3.11. Soit (5,0g) un espace analytique complexe réduit et T un faisceau
cohérent d’idéaux de Og engendré par des sections globales g1, ... ,g.. L’espace St de ’écla-
tement de T dans S est isomorphe a [’espace analytique complexe fermeture dans S X Pfcfl
du graphe de Uapplication de S\ V(Z) dans ]P’E_1 qui & z € S\ V(Z) fait correspondre
(g1(2) 0 -+ g,(2)) € PEY, et Uéclatement ez est isomorphe a la projection de la fermeture
de ce graphe sur S.

Remarque 3.12. La proposition précédente s’étend au cas non-réduit, en considérant une
adhérence idéaliste (cf. [H-R] et [Fi] 0.44).
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La proposition 3.11, bien que plus intuitive, ne rend pas les calculs explicites des écla-
tements plus faciles. En vérité, la définition «graduée» est plus simple de ce point de vue,
via la construction de bases standards (cf. p.ex. |[HIO| § 13).

Dans le cas particulier ou 'on éclate une suite réguliére (cette notion est rappelée au

§ 5.2), la construction de I’éclatement est particuliérement simple (cf. p.ex. [HIO] (14.1)).
On D'explicite en dimension deux:
Proposition 3.13. Si J = (f,g) est lidéal engendré par une suite réguliére (cf. § 5.2)
dans un anneau analytique local Og o de dimension deuz, l’éclatement de l’idéal J associé
dans un représentant S assez petit du germe (S,0) est le sous-espace de S X ]P’(lc défini par
Uidéal (fp — gX) dans Og [A\u], o (X : p) est un systéme de coordonnées homogénes sur
PL.

On renvoie le lecteur au § 5.2 pour les notions utilisées dans la remarque suivante :
Remarque 3.14 (Cas des surfaces normales). D’aprés un critére di a J.P. Serre (cf.
la prop. 5.6 infra), tout anneau local normal est Sy, et donc, en dimension 2, toute surface
normale est Cohen-Macaulay : ainsi, si (S,0) est un germe de surface normale, tout systéme
de parameétres (f,g) définit une suite réguliéere de Og o, ce qui permettra d’appliquer la
proposition 3.13.

En reprenant la proposition 3.9, le corollaire 3.10, et la description de la proposition
3.13, on obtient finalement (cf. aussi |[Lé-97| § 3 pour un cas particulier important) :
Proposition 3.15. Si (S,0) est une singularité de surface normale, pour tout systéme de
paramétres générique (f,g) dans m (cf. déf. 8.1), léclatement normalisé Si du point O
dans S est isomorphe & la normalisation de la surface de déformation associée au pinceau
linéaire engendré par f et g, a savoir la surface Sy d’équation g — A f dans S x ]P’(lc, qui
est léclatée de lidéal J = (f,g) dans S.

Remarque 3.16. On déduit de ce qui précéde qu’en tout point O; de I'éclatement nor-
malisé S7 de (S,0), on a l'inégalité

6(5_1,01) S G(S,O)

Preuve: La description de S; comme normalisation de la surface S; dans la prop. 3.15,
que l'on reprendra avec le diagramme p. 176, donne (cf. loc. cit.) une projection ¢; d’un
voisinage de O1 dans S; sur un ouvert de C?, dont le degré local en Oy est inférieur ou
égal au degré e(S,0) d’une projection générique p: S — U.

Or, d’aprés la déf. 3.1, on a vu que la multiplicité e(S7,01) de la surface S7 en un point
O est le plus petit degré d'une projection finie d’un voisinage de O; sur un ouvert de C2,
ce qui donne la conclusion. a

4 Discriminant et nombre de Milnor

4.1 Discriminant comme idéal de Fitting

Grace a la théorie des idéaux de Fitting (cf. [Te-76] § 1, ou |Ei| chap. 20), B. Teis-
sier définit dans |Te-76] une structure analytique sur le lieu critique d’'un morphisme plat
d’espaces analytiques f: X — Y.

Précisément, si d est la dimension des fibres de f (localement constante par platitude cf.
[Fi] (3.19)) et Q¢ le faisceau des différentielles relatives de f (cf. [Te-76] § 2.3), B. Teissier
définit 'espace critique C de f par le faisceau cohérent d’idéaux de Fitting Fy(€2y) dans
Ox.

Par ailleurs, pour un morphisme analytique g : W — Z fini, il définit (loc. cit. § 1)
I’image directe analytique de g comme le sous-espace de Z défini par le faisceau cohérent
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d’idéaux de Fitting Fy(g+Ow) (le faisceau g.Ow est cohérent car g est fini, cf. [Nar| IV,
Th. 7).

En particulier, pour un morphisme plat f : X — Y comme ci-dessus, si on suppose
en outre que la restriction fc de f a P'espace critique C est un morphisme fini, B. Teissier
définit Iespace discriminant Ay de f comme I'image directe analytique de 'espace C, définie
dans Oy par le 0-iéme idéal de Fitting Fy(f.Oc¢) (loc. cit. § 2.6).

Cet espace Ay sera appelé ici discriminant Fitting du morphisme f. Cette construc-

tion est motivée par le lemme de changement de base suivant, que l'on énonce pour les
morphismes finis:
Lemme 4.1. Soit f : X — Y un morphisme fini, plat, d’espaces analytiques. Considérons
un morphisme h : Y' —Y et Uespace X' = X xy Y’ déduit de X par changement de base,
alors pour le morphisme induit f' : X' — Y’ qui est encore fini et plat, le discriminant
Fitting A} s’obtient comme la préimage analytique hil(Af) du discriminant Fitting Ay
de f.

4.2 Nombre de Milnor des courbes complexes

Dans la suite, on utilise de maniére essentielle la théorie du nombre de Milnor pour les
courbes réduites (non planes) introduite par R.O. Buchweitz et G.M. Greuel dans [B-G|.
Ce nombre de Milnor est un invariant polaire relié a la multiplicité du discriminant (cf. la
formule de Lé-Greuel, lem. 4.9 infra).

Du point de vue arithmétique, ce nombre de Milnor est relié trés simplement & 'in-
variant classique 9§, dont on rappelle les propriétés au § 4.2, de sorte que la plupart des
propriétés établies pour § (dans [Hk-1] et [Te-80]) se transmettent a p.

Mais le résultat principal qui justifie U'introduction du nombre de Milnor de [B-G]| est
de nature topologique: c’est le lien entre le nombre de Milnor et le nombre de cycles
évanescents dans une lissification de la courbe. Ces résultats topologiques font I'objet du
§ 4.2.

Propriétés arithmétiques, diminution du genre §

Pour un germe de courbe complexe réduite (C,0), on peut définir sa normalisation (cf.
§2.2) n:(C,0)— (C,0), qui induit une inclusion d’anneaux :

n# : 0070 — Om

qui fait de O@ un O¢ p-module fini.
On définit la diminution du genre 6(C,0) (cf. p.ex. [Hk-1|) par:

(5(0,0) == dlm(c 00770/00,0 . (8)

Si (C,0) est analytiquement irréductible, alors Og5 ~ C{t}, est un anneau de valuation

discréte, de valuation v;. Via l'inclusion n#, on peut considérer la restriction de v; a O¢ o,
et définir le semi-groupe I' de la branche (C,0) (cf. [Te-73]) par:

I'={v(f).f € Oco} CN.

On montre facilement que 'ensemble N\T" des lacunes de T" est fini. Précisément, I'invariant
0(C,0) mesure le nombre de lacunes Card(N\T") dans le semi-groupe I' C N associé a (C,0)
(cf. [Te-73] (2.11.1)).
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Si (C,0) est analytiquement réductible, on dispose du lemme suivant (cf. [Hk-1| ou
[B-G| (1.2.2)):
Lemme 4.2. Si (C1,0) et (C2,0) sont deuzx germes de courbes, définies dans (C™,0) par
les idéaux Iy et Iy de Ocn o, on définit le nombre d’intersection d’ordre 0 (cf. rem. infra)
de (C1,C3) par:
I(Cl,CQ) = dim¢ OC",O/(Il + Ig).

i) Alors, si on suppose que Cy et Cy sont réduites et ne possédent pas de branche
commune, et qu’on considére la courbe (C,0) réunion de (C1,0) et de (C2,0), on a l’égalité :

6(C,0) = 6(C1,0) 4 6(C2,0) + 1(C1,C2).

ii) En particulier, si (C,0) est une courbe a r branches Ci,...,Cy, en notant §; =
0(C;,0), on a toujours l'inégalité :

5(C,0) =Y bi+r—1,

i=1

avec égalité si, et seulement si, les espaces tangents de Zariski ToC; aux branches (C;,0)
(cf. § 5) forment une somme directe d’espaces vectoriels.
Remarque 4.3. La terminologie nombre d’intersection d’ordre 0 provient de la « formule
des Tor » de Serre pour la multiplicité d’intersection de C; et Cy dans 'espace lisse C™ (cf.
[Se-2] V, (C)), dans laquelle le nombre I(C7,C) est le terme d’indice 0. Pour les courbes
non planes, ce nombre d’intersection d’ordre 0 n’est pas additif.

Dans |B-G]J (1.1), avec les mémes notations, en introduisant le faisceau dualisant we o
d’une courbe réduite (C,0) et une application naturelle (via la normalisation)

d:Oco — wc,o,
est défini le nombre de Milnor généralisé p(C,0) comme :
p(C,0) = dimcwe,o/dOco.

Il se trouve (|B-GJ (1.2)) que le nombre de Milnor ainsi défini est relié¢ a U'invariant §
par la formule, si r est le nombre de branches de (C,0):

pw=20—r+1. 9)

On utilisera ces résultats pour la caractérisation des points v-uple ordinaires a 'aide du
nombre de Milnor (cf. lem. 6.5 infra), caractérisation qui interviendra de maniére décisive
dans la preuve du résultat principal (cf. § 8.3 infra).

Propriétés topologiques des invariants § et p

Les propriétés topologiques que nous considérons ici concernent les déformations plates
d’un germe de courbe réduite, et demandent & étre exprimées pour un « bon représentant
» de cette déformation. Précisément (on suit ici [B-G| (2.1)):

Soit f : (5,0) — (C,0) un germe de déformation plate de la courbe réduite (C,0) =
(f71(0),0). Le germe (S,0) est alors de dimension 2, réduit, Cohen-Macaulay (cf. § 5.2
pour cette notion).
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On fixe une fois pour toute un « bon représentant » f :S — D, au dessus d'un disque
D C C centré en O, avec les propriétés suivantes (cf. aussi [Lo| § 2.B), en notant C; = f~1(¢)
les fibres de f:

— il existe une boule ouverte By de C™ dans laquelle est plongée un représentant C' du
germe (C,0), pour laquelle, en notant B = By x D, 'espace S est plongé dans B de
sorte que f:.S — DD soit la restriction & S de la seconde projection,

— le représentant C' — O est lisse, et si Crit(f) est le lieu critique de f (cf. § 4.1),
i crit(y) : Crit(f) — D est un morphisme fini.

— le bord 0By de By coupe C; = f~!(t) transversalement pour chaque t € D et en
outre, toute sphére S. C By centrée en O coupe C' transversalement.

Sous ces hypothéses, toutes les fibres C; = f~1(¢) sont réduites, de dimension un, et &
singularités isolées. En outre S est réduit, Cohen-Macaulay, et dim Crit(f) < 1.
Le résultat suivant (cf. [LLT| et [Te-80] (1.3.2)) étudie I'invariant ¢ dans une telle famille
de courbes:
Lemme 4.4. Soit f : S — D un bon représentant (cf. ci-dessus) d’un germe de déformation
plate d'une courbe réduite (C,0). En notantn : S — S la normalisation de la surface réduite
S, f=Ffon, etC,= f_l(t), on a les propriétés suivantes:
i) f:8 =D est plate,
ii) pour chaque t € D — {0}, on a l’égalité C, = C,, ou C; est la normalisation de Cy, et

5(Co) = 8(Cy) = 6(Co),

ot 6(Cy) note la somme des invariants § de tous les points singuliers (en nombre fini) de
Cy.

On en déduit que la constance de I'invariant § dans une famille donne une normalisation
en famille.

Le résultat principal de [B-G| (thm. (4.2.2)) relie le nombre de Milnor et le nombre de
cycles évanescents (c’est-a-dire la dimension dime H!(Cy,C) du premier groupe de cohomo-
logie de la fibre générale Cy) dans une déformation comme ci-dessus:

Théoréme 4.5. Si f : S — D est un bon représentant d’une famille plate de courbes
réduites, alors avec les notations ci-dessus, pour chaque t € D :

i) C} est conneze,

i) w(C,0) — u(Cy) = dime H' (C,C),

7’.7’.7’.) H(C’O) - N(Ct) > 6(0’0) - 6(01‘/)’
ot les nombres 6(Cy) et pu(Cy) sont les sommes de ces invariants sur tous les points singu-
liers de Cy.

L’expression ii) est le résultat fondamental qui permettra ici de généraliser la formule
de Lé-Greuel au cas des surfaces normales (cf. lem. 4.9).

L’expression iii) sera utilisée pour les déformations des points v-uples ordinaires (cf.
prop. 6.6).

Complétant le lemme 4.4, R. Buchweitz et G.M. Greuel montrent aussi que la constance
du nombre p dans une famille de courbes avec sections est équivalente a la résolution
simultanée faible de cette famille (on renvoie a [B-G| (5.2.2) pour la définition de cette
notion).

Ce lien entre nombre de Milnor et résolution simultanée faible permet par exemple
de montrer que deux sections hyperplanes générales ont le méme nombre de Milnor
(cf. prop. 5.22 iii) (sans faire référence & une résolution des singularités).
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La résolution simultanée faible d’'une famille de sections hyperplanes générales inter-
viendra aussi pour la preuve de la proposition 7.1. Mais on ne se servira en vérité que du
fait que cette résolution simultanée faible implique la normalisation en famille (au sens du
lemme 4.4).

4.3 Nature du discriminant Fitting

Grace aux outils introduits au § 4.2, on peut maintenant étudier plus précisément le
discriminant Fitting introduit au § 4.1.
On applique la construction du § 4.1 aux morphismes finis p : S — U d’un repré-
sentant S d'un germe de surface normale sur un ouvert U de C?. Un tel morphisme est
automatiquement plat (car S est Cohen-Macaulay, cf. [Fi| (3.20) et le § 5.2 infra).
Proposition 4.6. Sip: S — U est un morphisme fini d’un représentant S d’un germe
de surface normale sur un ouvert U de C2, on distingue les trois cas swivants pour somn
discriminant Fitting A :
i) Si (S,0) est une intersection compléte, A est une hypersurface de U (i.e. est défini
par un idéal principal).

ii) Si (S,0) est une surface Gorenstein non intersection compléte, A n’est jamais une
hypersurface, i.e. posséde toujours une composante immergée.

iii) Si (S,0) est une surface qui n’est pas Gorenstein, les deux cas précédents peuvent se
produire.

Preuve: a) L'idéal In C Ogz o définissant le germe (A,0) admet une décomposition primaire
en un idéal principal (Ia)giy et (éventuellement) un idéal m-primaire non unique, mais dont
la colongueur est unique, (IA)imm (cf. p.ex. [Se-2] I B).

On considére une droite L de C? passant par 0, qui n’est pas dans le céne tangent de
(A,0) (cf. § 5.1 pour cette notion): on dira qu’'une telle droite est générique pour (A,0).
Alors la multiplicité d’intersection (A,L)p (qui coincide ici avec le nombre d’intersection
d’ordre 0 défini au lemme 4.2) vérifie I'inégalité

(A,L)o = (Agiv,L)o, (10)

otl (Agiv,0) est le diviseur défini par Ocz o/ (1a)div, €t (10) est une égalité si, et seulement
si, (A,0) n’admet pas de composante immergée.
Ainsi, I'existence, ou non, d’une composante immergée dans A se déduit de la comparaison
des multiplicités d’intersections (A,L)y et (Agiv,L)o-

b) La formule de Lé-Greuel (cf. lemme 4.9 infra) permet de calculer la multiplicité
(Agiv,L)o (& partir de l'intersection de Ay, avec des droites voisines ne passant pas par
l'origine). En notant X = p~!(L), on a la formule suivante:

(Adiva)O = M(X0,0) + deg b - 17 (11)

ol i est le nombre de Milnor du § 4.2.

¢) Pour étudier la multiplicité (A,L)g, on utilise le lemme de changement de base 4.1
pour le discriminant Fitting: si i : (L,0) — (C2,0) est 'inclusion de L, et Xo = p~ (L) est
la courbe définie sur (S,0) par la préimage de L, la préimage schématique i~(A) coincide
avec le discriminant de la projection ¢ restriction de p a X,

q=Dpx, : (X0,0) — (L,0).
c’est-a-dire qu’on a I’égalité :

(AL)g = e(Ag,0). (12)
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Ainsi, on est ramené & ’étude des discriminants de projections finies de courbes réduites,
traitée dans [B-GJ| § 6.2.

Dans le cas i), (Xp,0) est une courbe intersection compléte réduite, et d’apres [B-G],
rem. (6.2.6) (1), la multiplicité e(A,,0) = p(Xo,0) + deg ¢ — 1, ce qui coincide avec la
multiplicité prévue par la formule de Lé-Greuel (11), d’ou l'égalité (A,L)g = (Agi,L)o et
le i) (d’apres la discussion du a).

Dans le cas ii), on applique un résultat da a Berger, Herzog et Kunz, cité dans [B-G]
rem. (6.2.6) (2), comparant la différente de Dedekind (définie dans [H-K| Chap. 7 § 3) et la
différente de Kéhler (définie par I'idéal de Fitting Fp(f2g/1), du module des différentielles
relatives de I'application projection S — C? — L).

Pour le cas iii), on renvoie a 1’étude faite au § 4.5. O

La proposition précédente reliait la nature arithmétique du discriminant a la nature de
la singularité (S,0). Le lemme plus élémentaire suivant ne fait intervenir que la géométrie
du discriminant réduit:

Lemme 4.7. Sip: S — U est une projection finie d’une surface normale sur un ouvert
U de C?, de discriminant réduit |A,|, alors, au dessus de tout point y € |A,| non singulier
sur |Ay|, les points {x1,...,x;} de la fibre p~L(y) sont des points lisses de S.

On renvoie a [BPV] III (5.2) pour la preuve de ce lemme (exercice facile pour le lecteur
connaissant la classification des revétements).

Remarque 4.8. Ainsi de la prop. 4.6 i) et du lemme 4.7 on déduit encore qu’en tout point
non singulier du discriminant réduit |A,|, le discriminant Fitting est divisoriel.

4.4 Calcul de la partie divisorielle du discriminant

La méthode topologique suivante de calcul de multiplicité pour le discriminant est due
a D.T. Leé: elle fut d’abord introduite dans le cas des intersections complétes dans |Lé-74].
Dans ce cadre des intersections complétes, une preuve algébrique a été donnée indépen-
damment par G. M. Greuel dans |Gr].

Grace au théoréme principal de [B-G| (thm. 4.5 ici), la méthode de |Lé-74| s’étend au
cas général du discriminant des surfaces normales pour le calcul de la partie divisorielle du
discriminant Fitting, au sens défini a la preuve de la proposition 4.6 a).

Précisément, on a le résultat suivant (cf. [Sn-1| lemme (4.4)) que 'on appellera formule

de Lé-Greuel:
Lemme 4.9. Soient p : (S,0) — (C2,0) une projection d’un germe de surface normale,
[ : C? — C une forme linéaire, et soit o = lop. Sila courbe c=1(0) est réduite, alors en
notant Ay, la partie divisorielle du discriminant Fitting de p, la multiplicité d’intersection
(Agin-171(0))o en O est égale a p(o=1(0),0) + degy p — 1.

Dans toute la suite, on appellera discriminant divisoriel de p, et on notera (Ap) i (sauf
au § 8) la partie divisorielle du discriminant Fitting de p.

On donne aussi ici la multiplicité du discriminant divisoriel d’une projection en un

point générique :
Lemme 4.10. Sip: S — U C C? est un représentant d’un germe p : (S,0) — (C2,0) de
projection générique d’un germe de surface normale de multiplicité v, alors la multiplicité
de (Ap)div en un point générique d’une de ses branches (valant 1 si, et seulement si, la
branche correspondante est réduite), est toujours majorée par v — 1.

Preuve: En un point générique y d’une branche de A, le discriminant réduit |A,| est lisse,
et d’aprés le lemme 4.7, les points {1, ...,7;} de p~!(y) sont lisses sur S. De plus, d’aprés
la remarque 4.8, en y le discriminant divisoriel de p coincide avec le discriminant Fitting.
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Soit V un petit voisinage de 3 dans C? tel que p~*(V) soit une union disjointe UézlSi
de voisinages ouverts S; des z; dans S. Le lemme de changement de base (4.1), appliqué
a l'inclusion de V' dans U, permet alors de calculer la multiplicité e(A,,y) comme celle du

discriminant de I'application :
pip (V) =V,

et, mieux, en notant p; la restriction p; = pig, : S; — V, les S; étant des ouverts disjoints,
on a ’additivité des multiplicités:

e(Dpy) =D e(Apy). (13)
i=1
Comme p; : (Us,x;) — (V,y) est un morphisme entre deux espaces lisses :
e(Ap,y) = degq,p — 1.

Or la somme Zizl deg,,p = dego p, et ce degré est v car p est supposée générique.
Ceci, dans (13), donne finalement :

e(Apy) =v—1,

ol ! est le nombre de points de la fibre de y. On a toujours [ > 1, d’ou I'inégalité annoncée.
O

4.5 Un calcul de discriminant Fitting

Projection d’un point v-ordinaire

On considére le germe (X,,0) de courbe analytique défini dans C” par l'idéal I =
(i xj)1<icj<p de C{z1,... 2, }: X, est formé des v axes de coordonnées.
On veut calculer ici le discriminant Fitting de la projection :

g: X =X,— B=(C)0)

(X1, . xy) > t=21+ -+ x,.

Cette projection ¢ est générique au sens de la définition 3.1 (adaptée au cas des courbes).
On utilise la suite exacte de Ox-modules (cf. [Te-76] § 2.3):

s 8 Qy — 0, — 0,
ou, en écrivant ¢*Qp = Oxdt, et
QOx = ®;_1Oxdx;/J, avec J = (x;dxj+ x;dx;)i1<icj<uv,

I’application dq envoie dt sur dri + - - - + dx,,.
On en déduit la résolution libre suivante de €2 :

14
@ OXu@jEBOng@OXekHQqHO,
1<i<j<v k=1

ou Qb(ui,j) =zje; + xie; et d(v) =e1+ -+ e
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D’aprés le § 4.1, 'espace critique C de g est défini par I'idéal I = Fy(£2,) engendré par
les v x v mineurs de ¢. Dans les calculs des ces mineurs, les seuls monoémes qui apparaissent
qui ne sont pas dans l'idéal I sont les x;’*l pour ¢ = 1,...,v, de sorte que

Ie = (V1. 201 Ox.

Dans 'anneau local Op = C{t}, l'idéal In, = Fo(q«Oc,0) définissant le discriminant
Fitting A, est de la forme (t24) (avec le léger abus de notation consistant a identifier le
discriminant A, concentré au point 0 avec sa multiplicité).

Or si M est un C{¢}-module a support 0, le calcul de I'idéal de Fitting Fy est facile (cf.
[Te-76| p. 588-589) : Fy(M) = dime M.

Ici, on obtient A, = dimc O, soit :

Ay =dime C{z1,...,2,} /(I + (m’l’fl, Cooxthy),
ce qui donne pour le discriminant Fitting,

Ay=1+vy—-2)=w-1)>~% (14)

Application au discriminant d’une singularité minimale

Soit (S,0) une singularité de surface normale, et p : S — C? une projection générique
(cf. déf. 3.1). On considére une droite L de (C2,0) qui n’est pas dans le cone tangent du
discriminant (A,0) de p. Alors la préimage p~ (L) de L dans S est appelée une section
hyperplane générale de (S,0) (cf. § 5.4).

On suppose ici que (S,0) est une singularité minimale de surface (cf. déf. 6.1 infra)
de multiplicité v. On montrera au lemme 6.8 que pour une telle singularité minimale, les
sections hyperplanes générales p~!(L) sont isomorphes & la courbe X, étudiée ci-dessus
(réunion de v-axes de coordonnées).

Pour cette courbe X,,, on peut calculer d’aprés le lemme 4.2 ii), son invariant 6(X,,0) =
v — 1 et en déduire pu(X,,0) = v — 1, d’aprés I'égalité (9) du § 4.2.

Alors, la formule de Lé-Greuel ((11) § 4.4) donne pour la multiplicité de la partie
divisorielle du discriminant Fitting de p : S — C2:

G(Adivao) = 2(” - 1) (15)

Corollaire 4.11 (du calcul du 4.5). Sip: S — C? est, comme ci-dessus, une pro-
jection générique d’une singularité minimale de multiplicité v, et p~1(L) est une section
hyperplane générale de (S,0), alors Uéquation (14) donne pour le discriminant Fitting A,
de la restriction q = pj,-1(1y (concentré au point 0) :

A, = (v—1)>~% (16)

Alors, en reprenant la discussion de la preuve de la prop. 4.6 a), (15) donne la multi-
plicité d’intersection (Ag,L)o et (16) donne (A,L)g.

Ainsi, suivant cette discussion, si ¥ = 3, le discriminant A de la projection p est
divisoriel, mais dés que v > 3, A a une composante immergée. Ceci achéve la preuve de
la proposition 4.6 iii), car une singularité minimale (S,0) de multiplicité v n’est jamais
Gorenstein pour v > 3. (Cf. p.ex. [Ne| Ex. 3.7)
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5 Cone tangent et sections hyperplanes

Dans ce paragraphe, on considére souvent un représentant S d’un germe d’espace ana-
lytique (S,0), plongé dans un ouvert U de CN: ce plongement est déterminé par le choix
d’un ensemble de générateurs de I'idéal maximal m de Og 0.

Ainsi, la dimension de plongement de (S,0) que I'on notera edim(S,0) est le plus petit
nombre de générateurs de m. D’aprés le lemme de Nakayama (cf. [Se-2| I A), c’est aussi
la dimension du C-espace vectoriel m/m?. L’espace vectoriel dual (m/m?)* est appelé
Uespace tangent de Zariski de (5,0) et est noté TpS (cette notion a déja été utilisée au
§4.2)

Au § 5.1, la notion de cone tangent est d’abord définie de maniére extrinséque, i.e. dans
un plongement, puis on en donne une définition intrinséque (et surtout analytique).

Au § 5.2 (et suivants), on étudie la notion de sections hyperplanes, puis de sections
hyperplanes générales, mais il s’agit surtout d’un langage plus intuitif pour parler des
¢léments de I'idéal maximal m de Og o (comparer a |B-L]).

5.1 Cobne tangent

Si S C C¥ est un petit représentant d’un germe (S,0) d’espace analytique, on peut
définir le cone tangent a S en O comme [’ensemble des directions limites des droites de C
joignant un point x € S — {O} au point O.

Précisément, si on note [ I’élément de ]P’g ~1 correspondant a une droite [ de CV passant
par O, et si on note

L={lePN 1= l_imOO—:cZ-, r; € S —{0}},

on définit C's o comme la réunion des droites de CN passant par I'origine O, et de direction

dans L:

Cso = U l. (17)

leL

Cependant, on a besoin de considérer une structure d’espace analytique sur Cgo (non
nécessairement réduit).

En fait, cette construction est une conséquence de la construction envisagée au § 3.2.
Si (S,0) est un germe d’espace analytique, et m est I'idéal maximal de Og o, on a défini
(loc. cit.) la Og-algebre de présentation finie:

Bn=0somtom?t*@---om"t" ¢ -
On peut considérer aussi l’algebre graduée G(m) suivante :
G(m) = Bn/m.Bp =Cadm/m*®@m?*/m3 @ --- &m”/m". .. (18)

On utilise alors encore la construction du Specan du § 3.2 pour définir:
Définition 5.1. On appelle cone tangent & un germe d’espace analytique (S,0) le germe
d’espace analytique (Cs 0,0) ou si S est un petit représentant de (5,0), 'espace analytique
Cs,0 est défini comme
Cs,0 = Specan G(m)
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Le fait que I’ensemble sous-jacent a ’espace analytique « abstrait » ainsi défini coincide
avec 'ensemble décrit par (17) se déduit de la construction de I’éclatement :

Proposition 5.2. Soit S un petit représentant d’un germe (S,0) d’espace analytique, et
m lidéal de Og o définissant O. Soit e; : S; — S, Uéclatement de l’idéal m dans S (cf.
§ 3.2). Alors la fibre (e1)™1(O) est isomorphe @ l’espace Projan G(m) = ProjCgo et est
un diviseur de Cartier sur S7.
Corollaire 5.3. De la construction de l’éclatement, on déduit les deux propriétés suivantes :
i) L’ensemble sous-jacent a l'espace Cs o est le cone décrit au (17).
ii) On a légalité des dimensions dim(Cgs 0,0) = dim(S,0).
On ajoute ici la propriété suivante :
ili) On a légalité des multiplicités en O : e(Cs,0,0) = e(S,0).

Preuve: (du corollaire) Le i) est une conséquence de la description de l'espace total de
I’éclatement donnée a la prop. 3.11.

Le ii) est direct car S; et S étant de dimension d, Proj Cg o, diviseur de Cartier sur Sy est
de dimension d — 1, et donc Cg o est de dimension d.

Le iii) provient simplement de la définition de la multiplicité a partir de la fonction de
Samuel (cf. § 3.1), qui ne dépend que de l'algébre graduée B5,,. O

5.2 Notion de section hyperplane
Structure analytique pour les sections hyperplanes

Pour un représentant S plongé dans CV d'un germe d’espace analytique (5,0), on
étudie l'intersection H NS de S avec un hyperplan H passant par O. On commence par
mettre le lecteur en garde:

Remarque 5.4. On rappelle que ce que l'on appelle ici la section H NS est [’espace
analytique défini par Og o/ (h) ot h est une équation de H. En particulier, 'espace H NS
n’est pas forcément réduit.

Par exemple, si S est définie par I'équation 22 4y + 22 dans C?, et si H est ’hyperplan
d’équation h = = — iy, alors la section H N S est définie par la droite « double » 22 = 0
dans H, donc n’est pas réduite.

On s’intéresse par la suite & des conditions permettant d’obtenir des sections réduites a
partir d'un germe (S,0) réduit. Des conditions géométriques pourront assurer que la section
est génériquement réduite (cf. § 5.4), mais pour obtenir des sections réduites, on doit en
plus considérer des conditions de nature arithmétique, que 1'on rappelle dans le § 5.2.

Conditions arithmétiques, Cohen-Macaulay

On suppose connues les propriétés de la décomposition primaire des idéaux dans un
anneau noethérien (cf. [Se-2] I B ou [Ei] Chap. 3). Pour la commodité du lecteur, on
rassemble ici les principales propriétés des anneaux Cohen-Macaulay (cf. [Se-2| IV B ou
|[Ei] Chap. 18):

Si R est un anneau, on rappelle qu'une suite réguliére de R de longueur k est une suite
xi,...,r, d’éléments de R telle que:

Vi, x; est non diviseur de zéro dans R/(x1,...,z—1).

On rappelle qu’un anneau local noethérien (R,m) de dimension d est Cohen-Macaulay
si, et seulement si, I'idéal m contient une suite réguliére de longueur d. On dira qu'un germe
(5,0) d’espace analytique est Cohen-Macaulay si, et seulement si, I'anneau local Og o lest.
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La propriété fondamentale des anneaux Cohen-Macaulay est le lemme de « pureté »

suivant, que ’on énonce ici pour les germes:
Lemme 5.5. (Lemme de pureté de Cohen-Macaulay)
Soit (S,0) un germe d’espace analytique Cohen-Macaulay, alors

i) (S,0) est équidimensionnel et sans composante immergée,

ii) pour un élément h de l'idéal mazimal de Og o, (resp. un hyperplan H passant par O
d’un espace CN dans lequel (S,0) est plongé) tel que la dimension de Krull dim Ogo/(h) =
dim Ogp — 1 (resp. tel que la dimension du germe (SN H,0) égale dim(S,0) —1 ), alors :
h € Ogo est non diviseur de zéro et l'anneau Ogo/(h) est Cohen-Macaulay. (resp.,
compte-tenu du i), H ne contient aucune composante irréductible de (S,0) et HN S est
Cohen-Macaulay).

Plus généralement, on doit & J.P. Serre l'introduction des notions suivantes. Pour un
germe (5,0) de dimension d (pour nous d = 1,2) on dira que:

— (5,0) est Sy, si l'idéal maximal de Og o contient une suite réguliére de longueur k.
(Ainsi Cohen-Macaulay correspond & Sy).

— (S,0) est Ry, si le lieu singulier de (S,0) (défini par I'idéal Fy(Qs o), cf. § 4.1) est de
codimension strictement supérieure a k.

On rassemble dans la proposition suivante les liens entre ces notions et les notions d’espaces
réduits et de surface normale (d’aprés [A-K]| VII, (2.2)):
Proposition 5.6. i) Un germe (S,0) est Sy si, et seulement si, il n’admet pas de com-
posante immergée.
it) Un germe (S,0) est Ry si, et seulement si, il est génériquement réduit, i.e. si on
choisit un petit représentant S de (S,0) Uanneau local en un point générique de
(chaque composante irréductible de) S sera réduit.
iii) Un germe (S,0) est réduit si, et seulement si, il est Sy (i.e. sans composante immer-
gée) et Ry (i.e. génériquement réduit).
i) Un résultat plus difficile de J.P. Serre dit qu’un germe de surface (S,0) est normale
st, et seulement si, il est So (i.e. Cohen-Macaulay) et Ry (i.e. a singularité isolée).
Corollaire 5.7. Avec ce langage et le lemme de pureté (lemme 5.5), si (S,0) est Cohen-
Macaulay, réduit, alors une section hyperplane (S N H) vérifiant les hypothéses du lemme
de pureté ii), n’a pas de composante immergée : donc elle sera réduite si, et seulement si,
elle est génériquement réduite.

Une condition géométrique pour assurer cette derniére condition sera donnée au § 5.4.
En revanche, le passage d’une propriété de SN H & une propriété de S est beaucoup plus
direct, comme indiqué dans la remarque suivante, dont la preuve est un exercice facile
(d’algeébre commutative) :

Remarque 5.8. Si d est un diviseur de Cartier effectif sur (S,0) (i.e. un sous espace de
(S,0) défini par un élément h € m non diviseur de zéro de Og p), qui est Cohen-Macaulay
(resp. réduit) alors (S,0) est Cohen-Macaulay (resp. réduit).

5.3 Sections v-superficielles

Du point de vue géométrique, on peut introduire une premiére condition d’incidence
naturelle pour un hyperplan H :
Définition 5.9. Un hyperplan H de CV passant par O (ou I’élément h de l'idéal maxi-
mal de Og o correspondant) sera dit v-superficiel pour (S,0) si H ne contient aucune
composante irréductible du coéne tangent Cs o a (S,0) (cf. § 5.1).
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La terminologie est celle de |B-L| (déf-prop. 1) ou la propriété v-superficiel est étudiée
dans un cadre plus général. Elle est justifiée par son lien avec la notion d’éléments superfi-
ciels de P. Samuel, alors que le v désigne une condition valuative (cf. [B-L]). On remarque
immédiatement, avec le méme exemple qu’a la remarque 5.4, que cette condition ne donne
pas toujours des sections réduites:

Remarque 5.10. Dans ’exemple de la remarque 5.4, la surface S est définie par I’équation
homogene x2+y?+ 22 dans C? donc Cg o = S, et si H est 'hyperplan d’équation h = z—iy,
alors H est v-superficiel pour S, et on a vu que la section H N S est non réduite.

En revanche, ces sections v-superficielles ont un certain nombre de propriétés géo-
métriques (exprimées en terme d’espaces réduits), et arithmétiques (exprimées en terme
de multiplicités), examinées au § 5.3. On utilisera ici ces propriétés pour la preuve du
lemme 6.8. On renvoie a la premiére partie de la thése (Chap. 2) pour une étude plus
détaillée.

Propriétés des sections v-superficielles

En terme d’espaces réduits, on a la premiére propriété suivante :
Lemme 5.11. Soit S un représentant plongé dans CN dun germe d’espace analytique
(S,0) équidimensionnel. On considére un hyperplan H ne contenant aucune composante
irréductible (i.e. non immergée) de S. Alors,

i) en notant Csnm,o le cone tangent a la section S N H, on a toujours linclusion
ensembliste :

|Csnm0| C|Cs0NH|, (19)

ot on note entre | | Uespace réduit sous-jacent a un espace analytique.
ii) Et Uinclusion (19) est une égalité si, et seulement si, ’hyperplan H est v-superficiel
pour (S,0) (déf. 5.9).

Preuve: Le 1) est direct & partir de la définition ensembliste (cf. 'égalité (17)) du cone
tangent. Le ii) se démontre avantageusement en utilisant I’éclatement ey : S; — S de S en
O (cf. § 5.3, rem. 5.16 1). O

En terme de multiplicités, on a la propriété suivante (on note qu’on ne suppose pas
I'espace (5,0) réduit) :
Proposition 5.12. Soit S un représentant d’un germe d’espace analytique (S,0), équidi-
mensionnel, plongé dans CN. On considére un hyperplan H ne contenant aucune compo-
sante irréductible de S. Alors, en terme de multiplicités :

i) on a toujours l'inégalité e(S N H,O) > e(S,0),

ii) st H ne contient pas de composante immergée du germe (S,0) et si H ne contient
pas de composante irréductible du cone Cs o (i.e. si H est v-superficiel pour (S,0)), alors
on a l’égalité e(S N H,0) = e(S,0).

Preuve: Le i) est direct, d’apreés le § 3.1, grace a U'interprétation de la multiplicité comme
le degré d’une projection.

On ne démontre pas le ii) ici: on renvoie au théoréme 2.2.7 du chapitre 2 de la premiére
partie de la thése, pour la preuve (en fait la propriété du ii) est presque une caractérisation
des H tels que e(S N H,0) = ¢(S,0), cf. loc. cit.). Notons que la encore la preuve se fait
dans I’éclatement S de (S5,0). O
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Les deux résultats précédents ont le corollaire suivant, utilisé par la suite au lemme 6.8 :
Corollaire 5.13. Si on suppose que (S,0) et le cone tangent C's o n’ont pas de composantes
immergées, et si H est un hyperplan v-superficiel pour (S,0), alors en tout point x générique
sur une composante irréductible du support commun

|Csnu,0| =|Cs,0 N H|, (20)
des deuz espaces analytiques Csngo et Cso N H, on a légalité des multiplicités :
e(Csnr,0,2) = e(Cs,0 N H,x). (21)

Preuve: Comme H est v-superficiel, le lemme 5.11 ii) donne I’égalité (20).

Un hyperplan H v-superficiel pour (S,0) est aussi v-superficiel pour Cs o (cf. déf. 5.9).
Les hypothéses: « (5,0) et Cs0 n’ont pas de composantes immergées » permettent d’ap-
pliquer la prop. 5.12 ii) a (SN H) et a (Cs,o N H) pour obtenir respectivement :

e(SNH,O) = e(S,0),
e(CsﬁoﬂH,O) = 6(0570,0).

En rajoutant a ces équations I'égalité e(C's 0,0) = e(S,0) du corollaire 5.3, appliquée & S
et & .S N H, on obtient finalement 1’égalité des multiplicités en O:

e(Csnm,0,0) = e(Cs,0 N H,0). (22)

Notons pour simplifier C1 = Csnp,0 et Co = Cs0 N H. Alors pour chacun des cones
C;, on a (presque par définition) I’égalité :

e(C;,0) = deg(Cy), (23)

ou le degré deg(C;) est défini comme le coefficient directeur du polynéme de Hilbert de
I'anneau gradué R; définissant C; C CV (cf. [Se-2] II B 3). L’égalité (23) est alors consé-
quence directe du fait que, si on note M; I'idéal maximal de R; définissant le point O,
et qu’on considére 'anneau local (R;)n, = Oc;.0, la multiplicité e(C;,0) est le degré du
polynome de Hilbert de 'anneau gradué associé & (R;) s, (cf. [Se-2] I B 4), anneau gradué
qui est isomorphe & R;. (Voir aussi [HIO| App. II 4.1.8, ou 'égalité (23) est montrée a
partir de la définition de la multiplicité comme degré d’une projection, cf. § 3.1). Ainsi,
légalité (22) est équivalente a I’égalité des degreés :

deg(Ch) = deg(Ch). (24)

On peut, dans les raisonnements qui préceédent, remplacer les C; par leurs composantes
irréductibles, et obtenir ainsi I’égalité des multiplicités en O pour chaque composante irré-
ductible de |C| = |C3|. On raisonne donc sur une composante irréductible, i.e. on considére
dans ce qui suit que ’ensemble sous-jacent aux cones C; (i=1,2) est irréductible.

Or, pour un cone irréductible Cy, le degré deg(C;) vérifie:

deg(Cy) = e(Cj,x). deg(|Cy)), (25)

ou z est le point générique de C; (cf. p.ex. [HIO] App. IT (4.1.8), ou plus algébriquement
[HIO] (1.10.1)). Des égalités (24) et (25) et de I’égalité (20) des sous-espaces réduits |C1| =
|Cy| dans CV (qui donne deg(|C1|) = deg(|Ca|), on déduit 1'égalité demandée e(Cy,x) =
e(Cs,x), pour les multiplicités au point générique de (la composante irréductible considérée
sur) |C1| = |Cy|. D’ou 'égalité (21), pour toutes les composantes irréductibles. 0
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Transformées strictes et faibles pour un éclatement

Comme annoncé au paragraphe précédent, les propriétés des sections hyperplanes d’une
surface, et en particulier la propriété introduite & la déf. 5.9 se lisent souvent plus facilement
dans I’éclatement de cette surface.

On rappelle d’abord la notion de transformée stricte, en se restreignant aux éclatements

de points (cf. [Hk-2| Chap. 0 § 2 pour le cas général correspondant a la définition 3.5 des
éclatements d’idéaux) :
Théoréme-Définition 5.14. Sie: S; — S, est l’éclatement d’un point O dans un espace
analytique S, et si T est un sous-espace analytique de S contenant O, on appelle transformée
stricte de T par e, l'espace analytique T défini par l’adhérence (idéaliste dans le cas non
réduit cf. rem. 3.12):

T = e 1(S\T). (26)

On a alors la propriété fondamentale suivante pour les éclatements (on renvoie a [Hk-2/
Chap. 0 § 2) : la restriction €' : T" — T de e a la transformée stricte T' de T coincide avec
l’éclatement du point O dans T.

Dans ce qui suit, on étudie les éclatements de points suivants :

— l'éclatement eg : CV — CN de CV en O (cf. § 2.3),

— Déclatement e; : 1 — S d'un représentant S d'un germe de surface normale (S5,0)

(cf. la définition plongée du § 2.3 et la définition 3.5, intrinséque).

Comme premier exemple, en considérant le représentant S plongé dans CV, on voit que
la premiére définition de I'espace total 57 de ’éclatement e; de S en O, donnée au § 2.3,
était en fait celle de la transformée stricte S; de S par Péclatement eq de O dans CV, et
cette définition coincide avec la définition intrinseéque 3.5 d’aprés le thm-déf. 5.14.

On g’intéresse ici aux sections hyperplanes : pour un hyperplan H de CN passant par
O, on . note H; sa transformée stricte par ey dans CV. C’est un diviseur de Cartier effectif
dans C¥, et on note H; NSy le diviseur de Cartier induit sur Sj.

Si on note & le diviseur exceptionnel de eq, i.e. le diviseur de Cartier effectif défini par
l'idéal m Og,, et (SN H)* la transformée totale (e;)*(S N H) sur Si, on a alors 'égalité
suivante (cf. [B-L] § 1):

(HiNnS1)=(HNS)" —& (différence de diviseurs de Cartier). (27)

Définition 5.15. Avec ces notations, le diviseur de Cartier (H1NS7) est appelé transformée
faible par e de la section hyperplane H N S (cf. [B-L]).

La terminologie « transformée faible » est due a H. Hironaka (cf. [Hk-2| p. 142). En

général, cette transformeée faible est distincte de la transformée stricte (HN.S)" de la section
H N S par 'éclatement e, méme ensemblistement, car la transformée faible peut contenir
des composantes exceptionnelles. Précisément :
Remarque 5.16. i) La condition «H est v-superficiel» (déf. 5.9) se traduit sous la forme
« Hi N S1 ne contient aucune composante irréductible de £ ». On en déduit dans ce cas
I'égalité ensembliste |[Hy N Si| = [(H N S)'| entre les transformées faibles et strictes. En
considérant les parties exceptionnelles de ces ensembles, on en déduit le critére donné au
lemme 5.11 pour I'égalité dans (19). (Utiliser la prop. 5.2 et le thm-déf. 5.14).

ii) En général, 'obtention de sections hyperplanes « génériques » pour lesquelles la
transformée stricte égale la transformée faible se fait en utilisant un théoréme de transver-
salité (cf. [Kl| et [Te-81] Ch. 3, (4.3.1)): on introduira ici des conditions de transversalité
a la déf. 5.17 infra.
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iii) Au § 6.2, la condition : « transformée faible égale transformée stricte » sera, avec un
théoréme « arithmétique » (thm. de Sally, cf. loc. cit.) un argument essentiel de la preuve
donnée ici que I’éclatement d’une singularité minimale est une surface normale (thm. 6.9).

5.4 Sections hyperplanes générales
Conditions géométriques, sections hyperplanes générales

Le but de cette section est de donner une définition de sections hyperplanes générales
d’un germe de surface, a singularité non nécessairement isolée :

Ainsi on considére un représentant S d’un germe (S,0) de surface réduite, plongé dans
CN, et ¥ C S le lieu singulier de S (X = { O} si, et seulement si, S est & singularité isolée).

On note encore e; : S; — S Péclatement de O, et n : S — S; la normalisation de S;.
On note enfin & = (e;)~1(O) le diviseur exceptionnel de e; et D1 = n=(&;).

Suivant une définition de G. Gonzalez-Sprinberg et M. Lejeune-Jalabert dans |G-L1]
(légérement modifiée dans l'esprit de [Sn-1] (5.8), voir aussi la remarque 5.10 de [Sn-1]),
on introduit la notion suivante:

Définition 5.17. Un hyperplan H de CV contenant O sera appelé une section hyper-
plane générale de (S,0) si, et seulement si, 'hyperplan H; transformée stricte de H dans
I’éclatement CV de CV en O (cf. § 5.3) coupe transversalement chaque branche analytique
locale de |&;| (en particulier évite les points singuliers de ces branches), en évitant aussi les
images par n des points singuliers (isolés) de S7 et des points de ramification de la restric-
tion nyp,| : [D1]| — |€1], enfin, si O n’est pas un point singulier isolé de S, la transformée
stricte du lieu singulier 3 de S.

On dira aussi qu’un élément h de 'idéal maximal m de Og o est général si, dans un
plongement de (S,0), c’est I’équation d’une telle section hyperplane générale.

L’existence (et la généricité) de tels hyperplans est donnée par un théoréme de trans-
versalité (cf. [G-L1] ou [Te-81]).
Définition 5.18. Avec les notations de la déf. 5.17, on appelle tangentes exceptionnelles
de (S,0), 'ensemble des points de |€1| que 'hyperplan Hy doit éviter dans cette déf. 5.17.

On rappelle que pour un germe (S,0) d’espace analytique, on définit sa dimension de
plongement edim(S,0) comme la dimension de I’espace tangent de Zariski Tp.S = (m/m?)*,
ot m désigne I'idéal maximal de Og 0.

On utilisera par la suite les deux propriétés suivantes des sections hyperplanes générales :
Proposition 5.19. Si H est une section hyperplane générale au sens de la déf. 5.17 d’un
germe de surface réduite (S,0) alors :

i) la section S N H est génériquement réduite (cf. prop. 5.6 ii) pour cette notion),

ii) la dimension de plongement (cf. supra) edim(S N H,O) vérifie :

edim(S N H,0) = edim(S,0) — 1.

Si on suppose en outre que (S,0) est un germe de surface réduite Cohen-Macaulay, alors
d’apres le corollaire 5.7, le i) devient :
ili) la section SN H est réduite, Cohen-Macaulay.

Remarque 5.20. En fait, on a une propriété (i) bis) plus forte que i) pour les sections
hyperplanes générales: chaque composante irréductible de H N Cso (et donc aussi de
Csna,0 d’aprés le corollaire 5.13) a pour multiplicité en son point générique la multiplicité
de la composante de Cg o correspondante. Le fait que cette propriété sur le cone tangent soit
plus forte que la propriété i) (i.e. 'implique) est un phénomeéne général (voir la construction
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de la déformation d’un germe sur son cone tangent dans [Te-73| (1.8) et la remarque (2.4.1)
loc. cit.).

Remarque 5.21. Pour un germe (S,0) de dimension quelconque, on dispose aussi d'une
notion de section hyperplane générale avec les propriétés i) bis) de la remarque 5.20 et ii)
de la prop. 5.19.

Cas particulier des surfaces normales

Si (S,0) est un germe de surface normale, ¢’est-a-dire Cohen-Macaulay et a singularité
isolée (cf. prop. 5.6 iv)), les sections hyperplanes générales de la déf. 5.17 sont reliées a la
géométrie des limites d’espaces tangents développée dans [Lé-Te-88| (cf. [Sn-1] Thm. 5.8
et [Lé-98]).

Ici, on utilisera seulement (au § 7) les propriétés suivantes des sections hyperplanes
générales (cf. [Sn-1]):

Proposition 5.22. i) Sip = (f,g9) : S — U est une projection générique (cf. déf. 3.1),
un élément aof + Bg de l'idéal mazimal m est général (cf. déf. 5.17), si et seulement si, en
posant 1(z,y) = ax + By, la droite 17*(0) n’est pas dans le cone tangent au discriminant

A,
ii) Si f € m est général, en choisissant g € m général tel que (f,g) soit un systéme de

parameétres générique de (S,0) (cf. déf. 3.1), et en notant J = (f,g) l'idéal engendré par
(f,9), alors, avec les notations du § 3.2, la normalisation ny : S; — S est une résolution
simultanée faible (cf. [Te-80]) de la famille des transformées strictes sur Sy des courbes
(f +tg)~1(0) pour t dans un petit voisinage de 0 € C.

ili) On déduit du ii) et d’un critére de [B-G| (5.2.2) que deux sections hyperplanes
générales ont le méme nombre de Milnor, au sens défini au §4.2.
Remarque 5.23. Le lecteur vérifiera que tous les résultats cités jusqu’ici ont été démontrés
sans utiliser 'existence d’une désingularisation pour les surfaces.

En revanche, a I'aide d’une désingularisation, on peut obtenir d’autres caractérisations
(cf. [G-L1], [Sn-1] et [B-L]).

6 Propriétés des singularités minimales

Pour un germe (S,0) d’espace analytique (de dimension quelconque), on rappelle qu’on
note edim(S,0) sa dimension de plongement, i.e. la dimension de I'espace tangent de Zariski
ToS = (m/m?)*.

Si on suppose que (S,0) est Cohen-Macaulay, on dispose de 'inégalité suivante due a
S. Abhyankar (cf. [Ab-1]), ou e(S,0) désigne la multiplicité du germe (S,0) (cf. déf. 3.1):

e(S,0) > edim(S,0) — dim(S,0) + 1. (28)

Dans [Ko] (3.4.1) J. Kollar introduit la définition suivante:

Définition 6.1. Une singularité (S,0) d’espace analytique est dite minimale si elle est
réduite, Cohen-Macaulay et vérifie en outre les deux conditions suivantes :

i) l'inégalité (28) est une égalité,

ii) le cone tangent C(g o) a (S,0) (cf. § 5.1) est réduit.
Un résultat essentiel pour les anneaux locaux vérifiant I’égalité dans (28) est le théoréme
suivant di a J. Sally (cf. [Sy-1]):
Théoréme 6.2. Soit (R,m) un anneau local Cohen-Macaulay vérifiant l’égalité e(m,R) =
edim R — dim R + 1.
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Alors Uanneau gradué G(m,R) = R/m @ m/m? @ --- @ m'/m*tL @ ... est Cohen-
Macaulay.
Remarque 6.3. Au § 5.2, on a défini seulement la notion d’anneau local Cohen-Macaulay.
Pour un anneau quelconque, on dit qu’il est Cohen-Macaulay si, et seulement si, tous ses
localisés sont Cohen-Macaulay (cf. [Se-2|). Cependant ici, 'anneau G(m,R) considéré est
un anneau gradué avec un seul idéal homogéne maximal M = @izlmi /mi*Tl. Dans ce
cas, il suffit de vérifier que le localisé par M est Cohen-Macaulay (cf. [HIO] (11.11)).
Géométriquement, cela signifie qu’un coéne est Cohen-Macaulay si, et seulement si, il l'est
a son sommet.

6.1 Singularités minimales de dimension 1

En dimension 1, les singularités minimales de courbes sont les points v-uples ordinaires,
comme expliqué dans le lemme suivant :
Lemme 6.4 ([Ko| (3.4.3) i)). Une singularité (C,0) de courbe réduite de multiplicité
v est minimale (cf. déf. 6.1) si, et seulement si, elle est formée de v courbes lisses dont
les espaces tangents engendrent un espace de dimension v, (i.e. elle est isomorphe a la
singularité X, du § 4.5).

On appellera point v-uple ordinaire une telle singularité de courbe.

Preuve: Soit (C,0) une singularité de courbe réduite, de composantes analytiquement ir-
réductibles C1,...,C;. Alors, en terme de multiplicité on a:

l
e(C,0) = e(C;,0), (29)
=1

et en terme de dimension de plongement :

l
edim(C,0) < edim(C;,0), (30)
i=1
avec égalité si, et seulement si, les espaces tangents de Zariski TpC; des branches C; sont
en somme directe. Ainsi, si on suppose que (C,0) est minimale, 1’égalité i) de la définition
6.1 donne ¢(C,0) = edim(C,0), ce qui compte-tenu des inégalités d’Abhyankar e(C;,0) >
edim(C;,0) vérifiées par chaque branche, donne en particulier qu’on a ’égalité dans (30),
ie.
ToC = &', ToC;.

Enfin la propriété ii) des singularités minimales (cone tangent réduit) implique que chaque
branche C; doit étre lisse. Ceci donne la forme cherchée pour C, la réciproque étant évidente.
O

On dispose aussi d’une caractérisation numérique a l’aide du nombre de Milnor qui sera
essentielle par la suite (cf. prop. 8.4):

Lemme 6.5 (|B-G] (1.2.4)).

a) Si (C,0) est un germe de courbe réduite de multiplicité v, alors son nombre de Milnor
w(C,0) vérifie toujours les inégalités :

H(C,O) > 6(050) >v— 15

ot Uinvariant 6(C,0) a été défini au § 4.2 (8).
B) Si on a Uégalité u(C,0) = §(C,0), alors on a aussi I’égalité u(C,0) =v —1 et (C,0)

est un point v-uple ordinaire X, (cf. lem. 6.4).
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Preuve: Le «) est une application directe du lemme 4.2 ii). Avec les notations de ce lemme,
et en notant 6 = §(C,0), on a l'inégalité:

5> di4r—1 (31)
=1

Or, pour chaque branche, on a l'inégalité §; > v; — 1, ol v; est la multiplicité de la branche
(car dans ce cas ¢; est le nombre de lacunes du semi-groupe de la branche Cj, cf. § 4.2).
On déduit donc de (31) I'inégalité:

6>v—1, (32)

ol v =Y ._, v; est la multiplicitée de (C,0).

En outre l'inégalité (31) implique aussi I'inégalité § > r — 1. Ceci, dans ’équation
pw=26—r+1(cf. §4.2, (9)), donne qu’on a toujours p > 9, et avec (32) qu’on a toujours
les inégalités du ) :

w>o6>v—1. (33)

B) L'égalité pn = ¢ dans I’équation p = 25 —r 4+ 1 donne: 6 = r — 1. Compte-tenu de (33)
et de l'inégalité v > r, cela force 'égalité r = v.

Mais § = v — 1 et r = v forcent dans (31) a la fois que tous les ¢; sont nuls (toutes
les branches sont lisses) et I’égalité dans (31), c’est-a-dire que les espaces tangents sont en
somme directe (cf. lem 4.2) i.e. la conclusion du lemme. O

Le résultat précédent permet déja d’obtenir un résultat sur les pinceaux de courbes conte-
nant une courbe a singularité minimale, qui sera utile au lemme 6.10:

Proposition 6.6. Si (S,0) est un germe de surface Cohen-Macaulay, et f,g € Os o défi-
nissent un pinceau de courbes Cy : f +tg = 0 sur S, alors si la singularité (Cy,0) est une
singularité minimale, les courbes voisines Cy pour t assez petit sont également a singularités
minimales.

Preuve: En considérant I’éclatement S de I'idéal J = (f,g) sur S (cf. prop. 3.13), on se
raméne & étudier la famille des transformées strictes I'y des courbes C} sur cet espace Sy
(cf. § 5.3). En effet, on a I'isomorphisme pour tout ¢, I'; ~ C}, avec 'avantage que la famille
I'; est maintenant une famille (plate car S; est Cohen Macaulay) de courbes au-dessus de
C (au sens du § 4.2). La proposition se déduit alors du lemme 6.7 ci-dessous, donné aussi
dans [B-G]| (7.2.6). O

Lemme 6.7. Si ¢ : (S,0) — (C,0) est un germe de déformation plate d’une singularité
minimale de courbe (I',0), alors pour un représentant assez petit ¢ : S — D, la fibre T
pour tout t € D n’a que des singularités minimales.

Preuve: D’aprés le théoréme 4.5 iii), et avec les notations de ce théoréme, on a l'inégalité
D’aprés le lemme 6.5 «), on a pour toute singularité l'inégalité u > 4, et ici, d’aprés

I’hypothése sur T'g on a I'égalité u(Iy,0) = §(I'9,0), d’ou aussi I’égalité pour I'y. D’aprés
le lemme 6.5 [3), toutes les singularités de I'; sont minimales. O



174

6.2 Singularités minimales de surface

Le lemme suivant démontre, en dimension 2, I’énoncé donné dans [Ko| (3.4.3), ii). (En fait,
compte-tenu de la rem. 5.21, la preuve est la méme en toute dimension). On souligne ici,
ce qui n’apparait pas dans [Ko|, que la preuve utilise le théoréme de Sally (thm. 6.2 supra).

Lemme 6.8. Soit (S,0) une singularité de surface :

i) si (D,0) est un germe de diviseur de Cartier effectif sur (S,0) présentant une singularité
minimale, alors la singularité (S,0) est minimale (cf. déf. 6.1).

ii) Réciproquement si (S,0) est une singularité minimale plongée dans CV et H est un
hyperplan général pour (S,0) (cf. déf. 5.17), alors (SN H,O) est une singularité minimale
de courbe (i.e. un point v-uple ordinaire).

Preuve: On fixe un plongement de S dans un espace C", avec r = edim(.S,0), de sorte que
S n’est incluse dans aucun hyperplan. Alors, pour tout hyperplan H contenant O, on a les
inégalités :

e(SNH,0) > e(S,0), (34)
edim(S N H,0) < edim(S,0) — 1. (35)

a)) On considere le diviseur de Cartier (D,0) de I’énoncé comme une intersection hyperplane
(SNH,0), et on suppose que (SN H,O) est minimale (cf. déf. 6.1). En particulier (SNH,0)
est réduite, Cohen-Macaulay, et d’aprés la remarque 5.8, on en déduit que (S,0) est réduit
et Cohen-Macaulay. En particulier (S,0) vérifie I'inégalité d’ Abhyankar (28), ce qui compte-
tenu de (34) et (35) donne l'encadrement :

e(SNH,0) > e(S,0) > edim(S,0) — 1 > edim(S N H,0) (36)

Alors, par 'hypothése (SN H,0) minimale, les deux termes extrémes de (36) sont égaux,
et on en déduit que I'inégalité centrale est une égalité. Donc (S,0) vérifie la propriété i) de
la déf. 6.1.

Pour la propriété ii): comme on a montré que (S,0) est Cohen-Macaulay, on peut
considérer un pinceau (S N Hy,0), avec Hy = H, et H, = (1 —t)Hy + tHy, avec Hy un hy-
perplan v-superficiel, de sorte que H; est v-superficiel pour t # 0. D’aprés la proposition 6.6,
(S N H,O) est aussi minimale, pour ¢ assez petit.

Comme (5,0) vérifie I'égalité dans le théoréme de Sally (6.2), C's o est Cohen-Macaulay,

en particulier sans composante immergée. Ainsi le corollaire 5.13 s’applique: on a 1’égalité
des multiplicités aux points génériques des espaces analytiques Cso N H; et Csnp,.0-
Comme ce dernier espace est réduit, on en déduit que Cg o N H; est génériquement réduit,
et donc Cgp est génériquement réduit (cf. la rem. 5.20). On conclut que Cg o est réduit
d’apres la prop. 5.6 iii).
B) Réciproquement, si (S,0) est une singularité minimale, et H est un hyperplan v-
superficiel pour (S,0) (cf. § 5.3), alors on a l’égalité des multiplicités dans (34), e(SNH,0) =
e(S,0) (cf. prop. 5.12). Si en outre H est général (cf. déf. 5.17), alors la section S N H
est Cohen-Macaulay, réduite (cf. prop. 5.19 iii), et on a aussi 'égalité: edim(S,0) — 1 =
edim(S N H,0). Ainsi, la propriété i) de la déf. 6.1 se transmet de (S5,0) a la section
hyperplane générale (SN H,0).

Pour la propriété ii), pour H général, d’aprés la propriété i) bis) de la rem. 5.20, Cs o
réduit implique que H N Cso et Csnm,o sont génériquement réduits. Comme (S N H,0)
vérifie la propriété i) des singularités minimales, C'sng,0 n’a pas de composante immergée
(théoréme de Sally) et donc (cf. prop. 5.6 iii), Csnm,o est réduit. O
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De ce résultat sur les sections hyperplanes générales, et grace aux outils du § 5, on va
déduire le comportement des singularités minimales par éclatement :
Théoréme 6.9. Si (S,0) est une singularité minimale de surface normale et Sy est ’écla-
tement de O sur S, alors S1 a un nombre fini de points singuliers. Les singularités de la
surface éclatée S sont toutes normales, et minimales.

Preuve: a) D’aprés le théoréme de Sally (6.2), la courbe projective & qui est le ProjCs o
est Cohen-Macaulay, or c’est le diviseur exceptionnel de ’éclatement e; : 57 — 5, donc
c’est un diviseur de Cartier sur S;. On en déduit (cf. rem. 5.8) que l’espace S; est Cohen-
Macaulay (en tout point de &1, et évidemment aussi S; — & isomorphe a S — {O} lisse).
Pour montrer que la surface S7 est normale, il suffit donc de montrer que les singularités
sont isolées (cf. prop. 5.6 iv).

b) Précisément, on va montrer que tous les points du diviseur exceptionnel & =
ProjCg o qui ne correspondent pas a une tangente exceptionnelle de (S,0) (cf. déf. 5.18)
sont non singuliers sur Sy.

On suppose choisi un représentant S du germe (S,0) dans un ouvert de C**! avec O
pour seule singularité.

Si [I] € proj Cg,0 n'est pas une tangente exceptionnelle, et si H est un hyperplan de
CY*! qui intersecte Cs le long de la droite [, et qui n’est pas tangent a Cg le long de [,
alors SN H est une section hyperplane générale de S (cf. déf. 5.17)), et d’aprés le lemme 6.8,
(SN H,O) est un point v-uple ordinaire.

Avec les notations du § 5.3, si ej : S; — 5 est 'éclatement de S en O, et SN H est une
section hyperplane générale de (S,0), on a les deux propriétés suivantes :

bl) sa transformée stricte (S N H)" est un multi-germe de courbes lisses dans Sj.

b2) cette transformée stricte (SN H)’ coincide avec la transformée faible Hy NSy, définie
au § 5.3, en particulier ¢’est un diviseur de Cartier.

La preuve de bl) est directe d’apres le thm-déf. 5.14: (SN H)" est I'éclatement en O dans
S N H qui est un point v-uple ordinaire, donc (S N H)" est formée de v courbes lisses
disjointes.

Le résultat de b2) avait été annoncé a la remarque 5.16 iii) :

Notons (S N H)* = e; (SN H) la transformée totale de SN H sur S;. Comme S est
réduite, Cohen-Macaulay (cf. a)), si H est général, la transformée faible H; NS} de HN S
est réduite et ne contient aucune composante irréductible du diviseur exceptionnel &.

Alors Hy N Sy est I'adhérence dans Sy de (Hy N S1) \ & = e ((S — {O}) N H) donc
coincide avec la transformée stricte (H N.S)" (cf. thm-déf. 5.14), d’ou b2).

De bl) et b2) on déduit le résultat du b): (SN H)" est un diviseur de Cartier lisse sur
S1 qui passe par le point [I] € & C Sp, donc ce point est lisse sur Sj.

c) Il reste & montrer que les singularités de S7 sont toutes minimales.

Au lemme 6.10 suivant, on montre que si (S,0) est minimale, la courbe projective
&1 = ProjCs o n’a que des singularités minimales.

Soit alors p un point singulier de S; (isolé d’aprés le b). La singularité (&1,p) est
un diviseur de Cartier sur (S1,p) qui définit une singularité minimale, cela implique la
conclusion d’aprés le lemme 6.8 1). O

Il reste & établir le lemme annoncé dans la preuve précédente :
Lemme 6.10. Si (S,0) est une singularité minimale de surface, alors
a) la singularité du cone tangent (Cs,0,0) est minimale,
B) la courbe & = ProjCs o n'a que des singularités minimales.
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Preuve: «): Dans la définition 6.1, les i) et ii) passent directement de (5,0) a (Cs,0,0).
La seule chose non triviale a vérifier est la propriété Cohen-Macaulay pour Cg o, donnée
par le théoréme 6.2. D’ou «).

B): La surface (S,0) étant plongée dans C**! son cone tangent Cs,0 est défini par un

idéal homogéne I = (Fy, ... ,F})) ou les F; sont des polynémes homogénes en les coordonnées
(561, e 7~’Cu+1)'
On fixe un plongement de I'espace C**! de coordonnées (z1,...,z,11) dans l'espace

projectif IP’(”CH de coordonnées (Xo,X1,...,X,4+1) en posant: z; = X;/X.

L’adhérence Cgso de Cg o dans I%H est aussi définie par le « méme » idéal I =
(F1,...,Fy) ou dans chaque Fj, on a remplacé les z; par les X; correspondants pour i =
1,...,v+ 1. La courbe a l'infini:

0570 N {X() = 0},

est par définition la courbe & = ProjCso.
Considérons maintenant une famille d’hyperplans H; dans IP’(’;rl de la forme:

v+1
H; ZaiXi +tXy=0.
=1

Alors, pour tout ¢t # 0, on a l'isomorphisme :
Hy N Cspo = & =ProjCspo. (37)

En effet, pour ¢ # 0, on peut poser {; = Z;’;rll a; X; + tXg, et prendre, dans IP’%H,
(€0»X1,.-.,Xy41) pour coordonnées. Les équations de Cs o ne faisant intervenir que les
variables X7i,...,X,41, elles sont invariantes par ce changement de coordonnées, et on
obtient H; N W’o comme la courbe & l'infini de %, soit encore ProjCg o, d’ou (37).

Si on suppose en plus que Hy est une section hyperplane générale de Cg o (cf. déf. 5.17)
alors d’aprés «) et le lemme 6.8 ii), la section (Hy N Cs,0,0) est une singularité minimale
de courbe.

D’apreés la proposition 6.6 appliquée au pinceau (H;NCs o) (sur C's o Cohen-Macaulay),
on en déduit que toutes les singularités de la fibre générique &; (cf. (37)) sont minimales,
d’ou ). 0

7 Calcul du discriminant aprés un éclatement

On fixe désormais une projection p = (f,g9) : S — U C C? générique (cf. déf. 3.1), ou
U est un voisinage ouvert de 0 € C2.

Considérons I'éclatement ey : Uy — U de l'origine dans U C C2. Alors I'espace 3
déduit de S par le changement de base ey : Uy — U est I'éclatement S; de J = (f,g), et
on peut considérer le diagramme suivant :
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ou, suivant la prop. 3.15, 'espace total de la normalisation n de S, coincide avec celui de
I’éclatement normalisé €7 : S; — S de O dans S.

Sur le diagramme, on a noté ¢; = p; on. La proposition suivante étudie le discriminant
divisoriel (cf. lem. 4.9) de Papplication ¢y :

Proposition 7.1. Le discriminant divisoriel (Mg, )div est le sous-espace de Uy formé de la
transformée stricte (Ap)l. de (Ap)giv par eo et du diviseur exceptionnel Ey de eq compté
avec la multiplicité v —r, ot v est la multiplicité de S en O, et r est le nombre de branches
d’une section hyperplane générale (qui est donc indépendant du choix de la section hyper-
plane générale), ce que l'on écrira sous la forme:

(Agy)div = (Ap) gy + (v — 1) Ep.

Preuve : Soient (z,y) les coordonnées dans U C C2. Soit I(x,y) = ax+By une forme linéaire
telle que d = [~1(0) n’est pas une droite du cone tangent & A,. Avec cette hypothese, sur Uy,
la transformée stricte d’ de d par ey ne rencontre pas la transformée stricte Afn de A,.

Soit P le point d’intersection de d’ et de Ep: comme P ¢ (Ap)’, P est un point lisse
du discriminant réduit |Ag,|: d’aprés la remarque 4.8, en P le discriminant Fitting Ay, est
divisoriel.

Aussi la multiplicité de Ey dans (Ag, )giv est la multiplicité d’intersection (d’ - Ag,)
dans Uy de d’ avec le discriminant Fitting Ay, .

Cette multiplicité d’intersection (d’-Ag, ) est encore la multiplicité de I’espace analytique
de dimension zéro j*(Ag,), ot j : d — U est I'inclusion.

Or, d’aprés le lemme de changement de base 4.1 pour les discriminants Fitting, j*(Ag,)
est le discriminant du morphisme induit :

Y= (¢1)|¢>1‘1(d/) : Qbfl(d/) —d.

On écrit Ay = dy, P, ot 0y, € N est la multiplicité cherchée, et P le point d’intersection
d N Ey.

Par commutativité du diagramme ci-dessus, (p1)~1(d’) est aussi la transformée stricte
par ey de p~1(d) = h=1(0) ott h = af + Bg. L’hypothése sur | assure que h € m est un
élément général (cf. prop. 5.22 i)). Notons I' := (p1)~}(d') cette transformée stricte de
h=1(0) par e;.

D’aprés la proposition 5.22 ii), ¢ (d') = n~N(T) est une réunion Cy U --- U C, de
courbes lisses (il y a résolution simultanée faible, en particulier, n est une normalisation
simultanée au voisinage de I', des courbes transformées strictes par ey des éléments du
pinceau af + (g).

Alors 6y est la somme des dy, de chaque morphisme ¢; = ¢, : C; — d’. Comme
les C; et d' sont lisses, ces morphismes s’écrivent localement ¢t — t™ et le discriminant

5y,

g — T — 1.
En notant I'; U---UT, la courbe transformée stricte I, les applications v; : C; — d’ se
factorisent en n : C; — I'; et py : I'; — d'. Le degré de 1); coincide avec celui de py : I'; — d',
La courbe transformée stricte I' = I'y U - -- U T, est isomorphe & h=1(0) (car on éclate
la suite réguliére (f,g), cf. prop. 3.13).
Donc les multiplicités n; sont les multiplicités des branches de h=1(0). D’aprés la pro-
position 5.12, la somme Y, n; de ces multiplicités égale la multiplicité v de (S,0), ainsi:

Op =D i1 Oy = D iq(ni = 1) =v —r. =
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8 Application au théoréme de résolution

Dans cette section, nous démontrons le théoréme de résolution 8.2 annoncé dans 'in-
troduction, qui est le but de ce travail.

8.1 La paire (v,y)

On commence par définir ce que nous appellerons ici la multiplicité polaire d'une sin-
gularité de surface normale (S,0):

Définition 8.1. Soit (S,0) une singularité de surface normale. On appellera multiplicité
polaire de (S,0), et on notera (S,0), la multiplicité e((A,),0) du discriminant d’une
projection générique, qui est aussi la multiplicité du discriminant divisoriel introduit au
lemme 4.9) (fait général pour sur la multiplicité). (On renvoie a la déf. 3.1 pour la définition
d’une projection générique).

Le fait que la multiplicité ainsi définie ne dépend pas du choix de la projection générique
p est une conséquence directe de la formule de Lé-Greuel (cf. lem. 4.9, voir aussi 1’équation
(11) § 4.3), de la caractérisation (prop. 5.22 i)) des sections hyperplanes générales, et de
la constance du nombre de Milnor pour les sections hyperplanes générales (cf. prop. 5.22
iii)).

A une singularité (S,0) on associe la paire (v,y) formée de la multiplicité v = e(S,0)
de la surface, et de la multiplicité polaire «(S,0). On peut alors formuler notre théoréme
principal :

Théoréme 8.2. i) Au bout d’un nombre fini Ng d’éclatements normalisés a partir de (S,0),
on obtient une surface Sy dont toutes les singularités (S_f,O;) ont des paires (v;,y;) stric-
tement plus petites pour ’ordre lexicographique que la paire (vyy) correspondant a (S,0).

ii) Ce nombre Ng est inférieur au nombre d’éclatements nécessaire pour obtenir une
résolution plongée (cf. Introduction § 1.1 ii)) du discriminant d’une projection générique
de la surface (S,0) sur C2.

Il est clair que I’on obtient alors le théoréme de Zariski (cf. introduction § 1.3), puisqu’en
un nombre fini d’étapes, on arrive & e = 1 ou v = 1 ce qui, dans les deux cas, donne un
germe lisse.

En effet, le cas €(S,0) = 1 donne (5,0) lisse pour tout germe analytique (S,0) équidi-
mensionnel, et sans composante immergée, cf. [Sa| (ici (5,0) est normale).

Si on suppose v = 1, en particulier le discriminant réduit est lisse et d’aprés le lemme 4.7,
cela implique que (S,0) est lisse.

Avertissement — Dans tout ce qui suit, on ne considére que des discriminants divisoriels,
(cf. énoncé du thm.8.2) : aussi, pour simplifier les notations, on omettra le suffize div.

Le reste de ce § 8 est consacré a la preuve du théoréme 8.2. Les notations utilisées sont

celles déja introduites depuis le § 7.

8.2 Meéthode de Jung avec projections génériques

Aprés un éclatement normalisé, la surface S; a un nombre fini de singularités, dont on
sait qu’elles sont de multiplicités inférieures ou égales a v (cf. rem. 3.16).

Pour montrer le théoréme 8.2, il faut, et il suffit, de s’intéresser au cas défavorable ou
on a une suite d’éclatements normalisés successifs :

S_f—>Sf_1—>~--—>S_1—>S,
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ot sur chaque S; on éclate un point O; de multiplicité v. A cette suite correspond une
suite:

S_f Sf—l S_l S
ld’f ld’fl lm lp
Uy i Ur_q - U ——>U

ol ¢1 et Uy ont été construits au § 7, et ot I'hypothése e(S1,01) = v (*) assure que la
projection ¢; est générique au voisinage de O1. On note aussi 07 I'image ¢1(0;1) € Uy.
En considérant ’éclatement eq, : Us — U; de ce point 01 dans Uy, et le pull-back ¥y de
S1 au-dessus de Us, on obtient comme au § 7, que la normalisation de ¥y coincide avec
I’éclatement normalisé S de O; dans Sp, grace & (x). Et on note encore ¢y I'application
composée Sy — Yo — Us. Le diagramme ci-dessus représente l'itération de ce procédé.

Ainsi, la ligne inférieure du diagramme est une suite d’éclatements de points au-dessus
de 0 € A,,. D’aprés la théorie des courbes planes (cf. [B-K]| et § 1.1), on sait qu'il existe
un entier f tel que la transformée totale de A, au point 0y soit un diviseur & croisements
normaux. On prend le plus petit f possible: Oy est l'intersection du diviseur exceptionnel
Ey de l'éclatement eg,_, et de la transformée stricte A" d’une branche A de A,

Scholie. Ainsi, on a réalisé (au moins partiellement, c’est-a-dire pour une branche A de
A,) la résolution de Jung-Hirzebruch (cf. [Ju|, [Hz| et aussi [BPV| Chap. III et [Lé-We-2|)
les normalisations des pull-back de Jung-Hirzebruch (notés ici ¥;) sont les éclatements
normalisés (notés ici S;) considérés par Zariski.

Alors par la proposition 7.1, le discriminant (divisoriel) de 'application ¢y : (Sf,0f) —
(Uf,0¢) est formé de A’ et de Ey compté avec multiplicité v —ry_1 ot ry_q est le nombre
de branches d’une section hyperplane générale de (S¢_1,0f_1).

Lemme 8.3. La multiplicité e(Ay,,05) est inférieure a 2(v — 1).

Preuve: En effet, Ay ; est formé de deux composantes, 'une, Ey, est de multiplicité v —
Tr;_y < v —1 et lautre A’, dont le support est lisse, donc de multiplicité égale a la
multiplicité de la branche A en un point générique, donc majorée par la multiplicité de A,
en un point générique, inférieure & v — 1 par le lemme 4.10. a

8.3 Application: réduction au cas minimal

Proposition 8.4. A [’issue du processus du § 8.2 (ou tous les points O; successifs sont
de multiplicité v), si la multiplicité vy = e(Ay,,05) nest pas strictement plus petite que
v = e(Ap,0), alors la singularité (S,0) est une singularité minimale (cf. définition 6.1).

Preuve: A T'issue de 8.2, si e(Ag,,05) > v, on obtient v < 2(v — 1) et avec le lemme 4.9
appliqué a la projection générique initiale p : (S,0) — U, on obtient encore que pp+v—1 <
2(v — 1) ou encore u < v — 1, ot p est le nombre de Milnor d’une section hyperplane
générale de (S,0).

Une telle section hyperplane générale de (S,0) est donc une courbe de multiplicité v
et de nombre de Milnor ¢ < v — 1. D’aprés les lemmes 6.5 et 6.8, (S5,0) est une singularité
minimale. a
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8.4 Le cas des singularités minimales

D’aprés la proposition 8.4, il suffit désormais de montrer le théoréme 8.2 pour (S,0)
minimale. On reprend exactement le raisonnement du § 8.2, mais cette fois, d’aprés le
théoréme 6.9, les surfaces éclatées successives 5; sont automatiquement normales, et les
singularités (S;,0;) sont minimales.

En particulier, avec les mémes notations qu’au § 8.2, en considérant la projection ¢y :
(87,07) — (Ug,0y), le discriminant (Ay,,07) est formé de la transformée stricte d’une
branche de A, a support lisse, et du diviseur E;_; avec multiplicité v —ry_;. Mais comme
(S§-1,0¢-1) est minimale de multiplicité v, on a I'égalité v = ry_; (lemme 6.8), donc le
diviseur exceptionnel E;_; n’apparait pas. En conclusion, le discriminant (A, 0 £) n'est
formé que de la transformeée stricte A’ d’une branche de A, dont le support |A’| est lisse,
aussi (Sf,05) est un germe de surface lisse d’aprés le lemme 4.7. On vient donc de montrer :

Proposition 8.5. Pour une singularité minimale (S,0) de surface normale, sip: S — C?
est une projection générique de discriminant Ay, et si l'on est dans le cas défavorable d’une
suite Sy — --- — S d’éclatements telle que e(S;,0;) = v pour i =1,...,f — 1, alors avec
les notations précédentes, le point Oy (qui est au-dessus d’un point lisse du discriminant
réduit) est lisse.

Les propositions 8.4 et 8.5 démontrent complétement le théoréme 8.2. a

Remarque 8.6. On insiste sur le fait qu’obtenir une résolution plongée 7 : Uy — U du
discriminant A, C U est plus fort qu’exiger seulement que la transformée totale 7T71(Ap)
soit un diviseur & croisement normaux, il faut aussi que la transformée stricte de A, soit
lisse (cf. § 1.1, ii)).

A titre d’exemple, si on part d’une singularité A, : 22 +y> + 2"l et quen +1=2p

est pair, le discriminant de la projection générique sur le plan de coordonnées (y,z) a pour
équation y? + 2% = (y +i2P)(y — izP). Au bout de p — 1 éclatements, on obtient comme
transformée stricte pour ce discriminant : (y+i2)(y —iz) qui est un point double ordinaire,
mais on n’a pas encore résolu le discriminant : avec les notations précédentes c’est seulement
I'étape f—1 (avec une singularité A; au-dessus). A I’étape f = p on a résolu les singularités
de A, et aussi de la surface considérée.
Remarque 8.7. Pour les singularités minimales, I'égalité © = v — 1 du lemme 6.5 et la
formule de Lé-Greuel (lemme 4.9) donnent, entre la multiplicité v et la multiplicité polaire
7, la relation v = 2(v — 1). Il est donc clair que v et 7 baissent simultanément. (On vient
de voir qu’elles baissent effectivement).

9 Perspectives

Comme souligné dans I'introduction (§ 1.4), le théoréme 8.2 voudrait étre un pas vers la
majoration du nombre total d’éclatements normalisés nécessaires pour résoudre les singu-
larités d’une surface. Le pas suivant demanderait de comprendre comment le discriminant
d’une projection générique évolue quand, aprés un éclatement normalisé, la multiplicité
baisse.

Par ailleurs, on a dit aussi (§ 1.4) comment le principe de Lefschetz permettait, grace a
la nature algébrique des applications considérées (éclatement et normalisation), de passer
de notre démonstration (analytique et topologique) a un résultat valable pour les surfaces
algébriques sur un corps algébriquement clos de caractéristique zéro.

Cependant, on sait aujourd’hui que la méthode de O. Zariski donne un processus de
résolution par éclatements normalisés dans le cadre algébrique trés général des schémas
excellents de dimension 2 (cf. [Li-1| § 2), & condition de savoir par un autre moyen que
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la résolution existe (!), ce qui est démontré dans |Li-3|, (voir aussi |Co| pour un exposé
trés proche de celui de Zariski, donnant une preuve pour les variétés algébriques sur un
corps quelconque). 11 serait intéressant de considérer un analogue des méthodes envisagées
ici, au moins pour les variétés algébriques sur un corps de base de caractéristique positive.
Dans cet esprit, le travail de A. Melle-Hernandez et C.T.C Wall (]MH-Wal), qui reprend
sur les surfaces lisses des résultats topologiques sur les pinceaux de courbes de Lé D.T et
C. Weber (cf. |Le-We-1]) est un premier signe encourageant par rapport a une démarche
qui nécessite bien stir de se passer d’un invariant topologique essentiel ici: le nombre de
Milnor (cf. § 4.2). A cet égard, il est instructif de comparer la preuve de [Ko| (3.4.4) et
celle que, suivant une remarque de Kollar (loc. cit.), nous donnons a la proposition 6.6.

Enfin, on voudrait encore souligner le role joué ici par les singularités minimales. Il est
frappant de constater que ce sont ces mémes singularités qui jouent un réle essentiel dans
la preuve du théoréme de résolution par modifications de Nash normalisées complétée par
M. Spivakovsky (cf. [Sp-1] et 'exposé fait dans [Lé-97]). Cela va dans le sens d’une sorte
de dualité entre ces deux processus de résolution déja évoquée dans [Lé-98] (§ 4.3).

Nous espérons revenir sur d’autres propriétés de ces singularités dans un prochain travail
(voir aussi le travail de T. de Jong et D. Van Straten dans [J-S] sur les équations et les
déformations de ces singularités).
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Résumé

On doit a P. Samuel la définition moderne de la multiplicité e(I,R) d’un idéal m-primaire I dans un
anneau local (R,m), a partir de ce que 'on appelle son polynéme de Hilbert-Samuel, ainsi que I'introduc-
tion d’éléements f € I dits superficiels vérifiant la proprieté e(I/(f),R/(f)) = e(I,R).

Le premier chapitre de cette thése s’intéresse & une formulation géométrique de la notion d’élément
superficiel dans ’éclatement de Spec R le long de I (non nécessairement m-primaire), comme une propriété
de la transformée faible de f. On y donne un glossaire entre les propriétés formulées dans le langage de
I’algébre commutative et les propriétés géométriques, et on utilise ensuite des méthodes géométriques
pour donner une nouvelle caractérisation des éléments superficiels équivalente 4 un théoréme de D. Kirby.

Dans le deuxiéme chapitre, on introduit la notion d’élément v-superficiel, qui est un affaiblissement
naturel de la notion d’élément superficiel. On montre, suivant Flenner et Vogel, le lien exact existant entre
cette notion géométrique et la conservation de la multiplicité en passant de I & I/(f), si I est m-primaire.
On introduit aussi la notion d’élément v%-superficiel qui est une condition géométrique sur un élément
f € I équivalente au fait de pouvoir compléter f en une suite définissant une réduction de 'idéal I. Dans
le cas ou I est m-primaire ces deux notions coincident, ce qui donne par exemple trés simplement le
théoréme célébre de D. Rees reliant multiplicité et cloture intégrale. On illustre aussi le comportement
de ces notions pour les idéaux non m-primaires.

Dans le troisiéme chapitre, on se restreint au cas des anneaux locaux de surfaces complexes normales.
On étudie alors ’équisingularité dans un idéal m-primaire I au sens de la constance du nombre de Milnor
défini pour toute courbe complexe réduite par Buchweitz et Greuel. L’arsenal technique du chapitre 2, et
des propriétés de résolution simultanée faible permettent de caractériser géométriquement les éléments
de I de nombre de Milnor minimum : le résultat principal est que la condition sur le nombre de Milnor
entraine la v-superficialité. Ce résultat est & rapprocher d’un théoréme de B. Teissier dans un contexte
différent (« p constant » entraine « p* constant » pour les sections hyperplanes d’une hypersurface).

La deuxiéme partie de la thése illustre comment appliquer les propriétés des familles de courbes sur
une surface dans l'esprit de ce qui précéde a I’étude de la résolution des singularités des surfaces: on y
donne une méthode nouvelle pour comprendre la résolution des surfaces par éclatements normalisés, en
se ramenant a ’étude de propriétés des singularités minimales au sens de Kollar.

Mots clefs : Premiére partie: élément superficiel, v-superficiel, éléments général, multiplicité, réduction,
nombre de Milnor, équisingularité. Deuxiéme partie : singularités des surfaces, résolutions des singularités,
singularités minimales, multiplicité, multiplicité polaire, discriminants.

Abstract

P. Samuel defined the multiplicity e(, R) of an m-primary ideal I in a local ring (R, m) as the
leading coefficient of what is now called its Hilbert-Samuel polynomial, and introduced so-called superficial
elements f € I with the property that e(I/(f), R/(f)) = e(I, R).

The first chapter of the present thesis is concerned with a geometric characterization of superficial
elements, expressed on the blow-up of Spec R along I as a property of the weak transform of f. We
also give a glossary between known algebraic properties and their geometric counterparts, and we use
geometric methods to get a new characterization of superficial elements which turns out to be equivalent
to a theorem by D. Kirby.

In chapter 2, we weaken the definition of superficial elements into the concept of v-superficial elements.
If I is m-primary, a theorem by Flenner and Vogel describes how these v-superficial elements behave with
respect to multiplicity. We also introduce the notion of v’-superficial element which characterizes the
elements f € I that one can complete into a sequence yielding a reduction of I. In the case of m-primary
ideals these two notions coincide, and this gives an easy proof of a celebrated theorem by D. Rees. We
also exemplify the case of non m-primary ideals.

The third chapter focuses on the case of the local rings of normal complex surface singularities. We
then study the equisingularity condition in an m-primary ideal I given by the minimality of the Milnor
number defined by Buchweitz and Greuel for any reduced complex curve. The tools of chapter 2 and prop-
erties of weak simultaneous resolutions allow to characterize geometrically the elements with minimum
Milnor number. The main result is that these elements are v-superficial. This may be compared with a
theorem of B. Teissier (1 constant implies p* constant for the hyperplane sections of a hypersurface).

The second part of the thesis illustrates how one may apply the study of families of curves on a
surface singularity to the problem of resolving this singularity. We give a new approach to the resolution
by normalized blow-ups, in which the minimal singularities (in the sense of Kollar) play a central role.
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